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PRÉFACE. 



Il est^.dans l'histoire des connaissances humaines, 
àes époquçis où le génie, après s'être élevé au plus 
hautes coBceptîons, semble quelque temps arrêté 
llanâJëon vol pour prendre bientôt un nouvel essor, et 
\ se signalerparTune de ces découvertes qui changent 
^ la face de la science» 

^ C'est ainsi que Descàrles, par Tapplicatibn de 
^ F Algèbre à la Géométrie , se fraya une route in- 
*} connue à ses prédécesseurs, et que Newton et Leib- 
•^ nitz étonnèrent TEurope savante par l'invention 
X d\me analyse supérieure encore à la Géométrie 
^ de Descartes» 

Jamais découverte n'honora plus Fesprit humain : 
l'infini, cet être idéal, parut soumis au calcul^ et 
opérer des prodiges. En vain quelques philosophes 
\oulurent révoquer en doute l'exactitude d'une 
analyse aussi singulière^ ils ne- purent en contester 
les résultats, et ne firent Iju'exciter les géomètres 
à méditer davantage sur la vraie métaphysique des 
nouveaux calculs.» Newton , le premier, pénétra 
ce mystère , en considérant le Garcul difiérentiel 
comme la méthode des preouères et dernières rai- 
sons des quantités , ou autrement , comme la mé- 
thode des limites de leurs rapports. D'Alembert pré- 

^ a ' ' 
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vi PREFACE. 

isenta les idées de Newton comme renfermant la 
vraie métaphysique du Calcul différentiel , et prouva 
que , par là uïéthode des limites , on peut donner une 
explication satis&isante de celle des fluxions des 
Anglais, dégagée de toute considération de mouve- 
ment, idée étrangère au Calcul différentiel.'' Posté- 
rieurement -à d'Alembert ,. plusieurs géomètres, et 
entre autres Cousin, ont exposé dans lem's écrits la 
méthode des limites; mais ce n'est que depuis qu'elle 
a été démontrée à l'aide du théorème de Taylor, 
qu'^n^l'a mise dans tout §on jour, et qu'on a dissipé 
entièrement les doutes qui pouvaient ns^ître delà jné- 
taphysiqtie spécieuse de la méthode des infiniment 
petits, méthode qui peut être regardée comme une 
espèce d'abréviation de celle des limites. 

La méthode des infiniment petits , sous ce rap- 
port , n'est plus qu'un moyen expéditif de trouver 
les différentielles des diverses fonctions; elle grave 
ces différentielles dans notre mémoire, par des fi-^ 
gures géométriques réduites au dernier degré de 
simplicité , et qui parlent plus à l'imagination que 
jdes idées abstraites; enfin, cette' méthode devient 
indispensable dans les hautes parties de la Méca- 
nique et de P Astronomie, où, sans son secoin^s, 
la résolution des problèmes deviendrait souvent 
d'une extrême complication ; aussi nos grands géo- 
mètres, dans les parties les plus relevées de leurs 
écrits, en font-ils souvent -usage. 

Cette méthode > dans sa métaphysique même^ eut 
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«attefois d'ardetis âéf<^seurs , parce que isi l'on ne 
s'écarte pas d'une certaine série de propositions , tout 
paraît avoir «la 'rigueur mathématique , et semble 
découla: naturellement d'un principe fondamental. 
Ce principe a été regardé jusqu'à présent comme 
tme espèce d'axiome ; mais le point de vue sous 
lequel il nous ikit considérer l'infini , nous présen- 
tant des consé^encés difficiles à admettre , j'ai cru 
tfevoil* le démontrer, en donnant pour ba^e à la mér 
thode de^finfiniment petits un autre jHÎncipe qui^ 
également fondé sur les notions que nous avons de 
l'infini , satisfait plus à lûVaison par Hdée de limite 
qif il renferme tacitement. 

Si la méthode des limites complète celle des in^ 
finiment petits, en rectifiant ce qu'il peut y avoir 
de défectueux dans cette dernière , la méthode de 
Lagrange complète à son tour celle des limites, en rat-* 
tachant les codfîciens différentiels à la pure Al^bre* 
On peut donc considérer ces trois méthodescomme 
n'en formant pour ainsi dire qu'une seule; aussi, eu 
les comparant, reconnaît-on que les principes qui en 
découlent leur' sont communs, et qu'il ne faut, pour 
les entendre toutes, qu'ajeuter très peu de choses à 
celle des limites. La Méthode de Lagrange se réduit 
alors, en quelque sorte , à tm théorème que j'ai rendu * 
extrêmement J&cile par les modiQcations que j'ai Ëtit 
subir à sa démonstration. 

Je ne me suis pas moins attaché à présente!* sous un 
)our Ëivorable les diverses théories dont se compose 






\ij préface; 

ce Traité. J^ ai développé, éomme€ans me» aul^ei 
ouvrages en Mathématiques, toutes les opérations , 
persuadé que ce n'est pad en les supjmmant qu'un 
auteur peut donner une idée plus avantageuse de la 
prolpndeur de ses connaissances ; et qu'il ne doit être 
jugé que par la manière dont il expose ses idé^ y 
et par les aperçus plus ou moins nouveaux renfer- 
més dans ses écrits, 

A ces considérations j'ajouterai que dès qu'oA s'as- 
sit jétit ainsi à n'omettre auetme idée intermédiaire, 
ce n'est qu'à force de précision qu'on peut éviter 
les longueurs si nuisibles a l'ensemble d'une théorie; 
et la difficulté devient encore plus grande lorsqu'une 
partie de l'ouvrage 'est consacrée à rendre raison des 
choses. 

Par la multitude d'objets traités dans celui-ci, on 
jugera encore mieux des obstacles que j'ai dû ren- 
contrer après m'être donné de pareilles «itraves. 

Pfekrmî les additions que j'ai &ites à cette nouvelle 
édition, je citerai les Points singuliers, les Maxima 
et Minima des fonctions de deux varia^bles , les 
Courbes polaires , la Théorie de la variable indépen- 
dante , les Solutions particulières des équations dif- 
férentielles, la Cubattire des corps terminés par des 
surfaces courbes et la Quadrature de ces sur&ces , 
les Conditions dHntégrabiUté des fonctions de trois 
variables, les EquatiojQis différentielles dtt second 
ordre , les Equations simultanées , etc. ; enfin , j'ai ter- 
miné cet Ouvrage par une Théorie des équations dit 
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féf^n telles partielles, avec quelq^^ con^dérationa 

générales sur les fonctions arbitraires qui complètent 
leurs intég^|ïes j.ce qui m'a conduit à donner Fex- 

plicalion du procédé dont QD fafft usage pour détei>- 

min^r la fonctioi^ arbitraire qui entre dans. une. 

équatiou 5 lorsque les équations de condition «ont 

données. 

La mafaière donf, en considérant les svir&ces * 
gcoudies, j'ai traité cette question importante, est 
analogxie à celle que j'ai employée à l'yard d^ con- 
stantes arbitraires. C'est ainsi qu'à l'aide des courbes, 
j^r montré comment un* équation étant d^féi^n^ 
ciée et ensuite intégrée , on, peut retrouver la même 
constante que la diiTérenciation avait fait disparaître, 
question, qui, à ma connaissance , n'avait pas encore 
été discutée. 

Le Calcul différentiel et le Calcul intégral , plus 
qu'aucune autre partie des Matliéma tiques, étant 
composes d'une multitude de théories qui sont sou- ■ 
vent indépendantes les unes des autres , j'ai ctii devoir 
indiquer, par des caractères plus petits, les choses qui 
pevivent être supprimées à une première lecture, 
par là^ ceux qui ne veulent faire qu'une étude peu 
approfondie de la haute Géométrie, auront la fil- 
<îulté de ne voir cpie les parties les plus élémentaires 
de cet Ouvrage, tandis que cewuqui désirent ac^ 
quérir des connaissances plus étendues , après s'être 
familiarisés 4avantage avec les principes , parcour- 
ront avec plus de fruit les autres parties. 
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^e là différenciation des quantités algébriquesx 

1, v3n dit qn'unc variable est ïFonctioQ d'uiie autre va-» 
Hable , lorsque la préfDÎêre est igal^ à vue rertftine exprès* 
"aîon analytique composée de la seconde; par exemple^ V 
est nae foBCtion de a: daaaa les étiUàtioBs suiranteB ! 

s. Oonsidérons une fouttion dans sbn état d'accroissement/ 
en yerta de celui de la variable qu elle retiferme : toute 
fonction d'une variable x pouvant être représeatée par Tor- 
donnéed* une courbe BMM'jfigj. i,soientAP=?:a:etPM=a^,^ 
lescoordonne.es di'un point M de.cette courbe , et supposons Fîg. i< 
^e l'abscisse Ai? reçoive im accraissement PF s=s h ', l'or-.. 
donnée PM deviendra P'M' =c y\ Pour obtenir la valeur dé. 
cette nouvelle ordonnée on voit donc gu'il faut changer x 
en X ^- ft dans l'éqUatlon de )a coutbe^ et la valeur qtie 
cette équation déterminera alors pour y sera celle, de y.. 

Par exemple, si l'on avait l' équation j^ssr rnaj», on ob- 
^endrait y en changeant a; enà: + heiy ény' , tt l!cu 

aurait ' ' • . . . 

y =r mx^ + 2tnxh + mA*. 

1 



/ 
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3. Prenons maintenant Féquadon 

flt snppoaona qney deyienne y^, Icuraqne x âerient x + hj 
nous aurons donc 

y = (x + *)3; 

etendéyeloppast» 

ii de cette équatioù nous retranchona Téquatioxi (i) il restera 

et en diyisant par h , 

» 

Voyons ce qne ce résultat nous iqiprend : y '^y repré-^ 
sente l'accroissement de la fonction j^ en vertu de l'accrois- 
sement A donné à x, {)uisque cette différenoey — -j^ est 
celle du nouvel état de grandeur de j^ à son état primitif. ^ 

D'une autre part, l'accroissement de x étant h, il suit de 

là qne Texpression^-^r-^ est le rapport de l'acoroissemént 

de la fonction y à celui de la variable x. En considérant le 
second membre de l'équation (â)^ on voit que ce rapport di-< 
minue d'autant plus que h diminue^ et que lorsque h devient 
iml^ ce rapport se réduit à 3x*. 

v'— y 

Ce terme Zx^ est donc la limite du rapport ^^-^J- : c'est 
ye^ ce terme qu'il tend lorsqu'on fait diminuer h. 

9 

{ 

4* Dtans l'hypothèse de As»o raccroîssement de j^ deve* 
nant aussi nul^'^lJIIiZ. «e réduit à -» et par conséquent l'é-- 



• I 
I 
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^puaitioti (jî) devient 

o 

Cette éqtiatîion n'a rien d'absurde, parce que TAlgèlm 

_ • o , 

hoûs apprend que -peut représenter toutes sortes de quanti* 

^s. b*aineur8 on eonçbit que pnlsqu*en divisant les deux 
termes d'une fraction par un même nombre, cette fraction 
toe cbaDge pas de valeur, il en résulte que la petitesse dee 
termes d'une fraction n'inSue len rien sur sa valeur, et que 
par conséquent elle peut rester la même lorsque ses tenues 
Bont parvenus au dernier degré de petitesse, c*estHà-4ir^ 
sont devenus nuls. 

La fraction - qui se trouve dans l'équation (3) est un 

•jtnbole qui a remplacé le rapport de l'accroissement de 
la fonction à celui de la variable : comme ce symbole ne 
laisse aucune trace de cette variable , représentons-le par 

^ ; alors -^ noUs rappeHera que la fonction était^ et que 

la variable était x« ^ais dy et dx n'en seront pas kneîna des 
quantités nulles , et nous auroiis 

QX 

^ OU plutôt sa valeur 3x* est le coefficient différentiel de 
dx , "^ 

la fonction j^. 

5. Remarquons que^ét^nt le signe qui^rej^réâente la li-« 

mite Zx^ [tomme le montre l'équation (4)3* djp doit tou* 
jours être placé sous d^. Cependant; poqr Faciliter les opé-< 
rations de l'Algèbre, on peut momentanément faire évanouir 
le dénominateur de l'équation (4) , et Ton a dy =: Zcd^dx. 
Cette expression Sxfdr.e^ ce qu'on appelle la différentielle 
de la fonction jr« 
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6. Ckerchqm encore là dîfFérentielle de lafonetioQa -f-Sb^» 
Pour cet effet, il faut donc dma Y équation y ^ss a ^ 3x* 
faire x=^a:-f-A| et^ en changeant y en^^ cette équation 
deyiendta 

^nc*2L-uJls=:6x-^3A; égalant h à zéro, il nous vient 

^= 6x : donc la différentielle cherchée est dy r= 6 a? âjc, 

^. Pour troisième exemple , therchotis la différentielle 
dey = aa^ — b^ : faisons a:=i: jc -f- ^ , et substituant nouA 
ayons 

donc 

passant à la limite on a 

cx 

Tel «st le Coefficient différentiel de la fonction proposée ; 
la différentielle sera dy szSax^da:. 

8. Proposons-nous de trouver encore la différentielle de 

1 •— x^ 
y ;=: : effectuant la division, on trouve y=i+ a; + oc* j 

mettant x -^^ h klsL place de x, et y à celle de v« on 
obtient 

yzrsi+aj-fA + ar^ + flAof+A», 

et en ordonnant par rapport à h, 



«donc 



Z^j^tss2x+i+hi 



m 



DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 5 

passant à la limite ^ on a ^ := ax+ 1 \ donc la différentielU 
de . est (ax-f- i>d3?^ 

g. Prenons encore pour exemple 

^= (x*— flû») fx* — 3a*) ; 
développant on a 

y 1= a:4 — 5a»a:* -|- 6a* ; 

substituant x + hàx ety à jf, et ordonnant ensuite par rap- 
port à A , il vient 

+ (Sà:^ -^ 5a*> A*H- 4x^3 + *> ; 
donc 

«21-^2! — 4^c5_. 1 oû*a? + (6x* — 5a*) ft + 4ift* + A* i 
passant à la limite , on a * 

et en multipliant par do; ^ on trouve que la différentielle est 

dy = {/{x? — \oa^x)ix. 

lo. L'expression dx est elle-même la différentielle de x; 
car soit^==:ar, on ay ==x4- A;^ doncy — ^=A, et paç 

conséquent ^ , ^ =: 1. Comme la quantité' A n'entre pas 

dans le second membre de cette équation^ on ^it que pouç 

passer à la limite^ il suffit de ch«iger^i— ^^2- en ^; cç qui 

donne -f- = i ; donc dy 2= dx. 

On trouverait de mêtue que la différentielle de ax est adx«. 
4^ u II est à observer que quelquefois Taccroissement do 
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la variable est négatif; dans ce cas il faut substituer a? -^-i* i| 
à X , et opérer comiBe précédemment. 

Ainsi pour trouver la différentielle de aa? lorsque Tao» 
croissement est négatif, on remplacera x par Xy^h» ©tf 
Ton aur^ 



dono 



fi 



dv 
passant à la limite, on aura ^ =: «-? ^ox*, et par coaaéquenl;^ 

dy = — 3aj:*dx, 

On voit quje cela revient à supposer dr- négatif dans Is^ 
différentielle de^ calculée d^ns Thypothèsie d'un accroisse- 
pient positif. 

1 a.. Avant que d^alIer plus loin , faisons une remarqua 
«sseiitîelle, c*ést que dans une équation dont le second membra 
çst une fonction de x, et que pour cette raison nous repré-.-. 
senterons généralement pary=^, sr Ton change x en 
07 -f A, et qu'après avoir osdonné par rapport ayx puissancesi 
de h on ti-ouve le développement suivant 

y = A 4-BA + CA» + DA^ 4. etc, . 

on doit toujours avoir ^=: A. En effet, sr Ton fait A =i= o , le. 
second membre se réduit à A -, à Fégard du premier membre, 
comme nous n'avons accentué jf que pour marquer que jf. 
éprouvait un certain cbangement lorsque x devenait x+h, 
il faudra lorsque h sera nul , que nous supprimions Fa^ccent 
de^, et réquatipn (â) se réduira ^lors à 

i3. Ceci va nous, donner les moyçns de généraliseriez 
procédé de la différenciation. En effet , si dans l'équation 
yzrrfx, dans laquelle on est censé 'connaître l'expression 
Représentée par fx, on a, mis x-^HlIa placé de x, et 
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qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de i oq 
ait obtenu le développement suivant 

y=A+BA + CA*+DA« + etc.» 
on plutôt I d'après l'Éiticle précëdeBt, 

y=y+Bh + C** + etc. , 
on aura 

y-.^=BA+Ci»+,etc.; 

donc 

•2-Ç^= B + CA + etc. ; 

et en passant à la limite ^ ^ =B. Ce qui nous apprend que 

le coefficient diiFérentiel est é^al au coefficient du terme qui 
contient la première puissance de h dans le développement 
àef(x -f* h) ordonoé par ziçport aux puissances ascendantes 
de h. 

i4* Si au lieu d*i<ne fonction^ qui s'âdcl^il tn vertu d'un 
accroissement donné à la variable x^ neus avons deux fono- 
lions différentes que nous représenterons par je et par t, en 
substituant dans ces fonctions x+h kXj elles deviendront 
y' et z^ ; supposons qu'ayant ensuite ordonné par rapport 

à A. on ait 

y—y + Xh+hh^ + etc.,.. (5), 

a'=a+A'ft + B'A*4-etc.... (6); 
passant à la limite^ on trouvera 

da;~ 'do;^ ^^* 

juultipliant ensuite les équations (5) et (G) Vune par Tautre, 
«eus obtiendrons 

zyzsszy + Azh+ BzA» + etc. • 
+ Aji + AA'A» + etc. 
-i' B'j'A* + etc. î. 
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dono 

passant à la limite» et indiiquantpar Hn poiat rexpr^essiog^ 
^ doit être difTorepciée, Qn.ol^tieendr^ 

mettant au lieu de A et de A' leurs yafeurs données. p§r les^ 
équation (7), il^ous viendra 

dx dcG ' àjç. *^ 
et; eji;]t,syppnn;a.nt le diTiseur commun àx, 

d.2iy = ady ^^yà^, 

'Ainsi -pour trousser Ja différenUeUe Sun produit de deux^ 
'mriables, il faut multiplier chacune par la différentielle de. 
r autre. ^ et ^ajouter les p^sodui^s^ 

i5. Au moyen d« cette règle on tronyem facilement 1% 
di{Férentielle.d*un produit de trois ysùriables. 

Soit, par exemple^^^u: faisons ^£=3/, nous aucons.donc> 
il,yzu^=zà,tu. 

Or, d'agiès^çe qui précède^ 

à.tu =5 tâu -t^ u^t. .... (8) ; 

^t puisque tcszyzy on a d^ ^r=yàz •+■ «dy ; - mettant ^onc ce^i 
valeurs de t et de dt<lans réquati,c^n (8), elle se changera en^ 
d yzu '=zyzàu + uyàz + uzAy^ 

On voit que la mêmç. règle, subsiste encore pour un pro- 
duit de troi§ variables , c'est-à-dire qu'il faut écrire le prch 
duif yzu, et rernplacer successivement chaque variable par 
sa différentielle, et ajoutef ces produits*^ 

iS. La même r^qgle a lien pour un plus grand nombre de. 
variables. 
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17. Nous avons -vu art. lo, que la différentielle de ax^ 
était àdx ; concluons que lorsqu'il j a une constante dans 
un produit^ il suffit de différencier comme ri la çonstanto 
n'y était pas » et de multiplier ensuite par la constante. 

Par exemple , pn tropyer^it qiie I^ difféirentielle de axy 
^st axày «|- ayàXf 

1 8. Une constante n*a pas de différentielle ; car soit^=ax 
■+ i, en opérant comme dans l*art. 7, on trouve dy=adj?„ 
résultat qui est le mépae que ai Von n*avait point eu la con* 

«tante &. 

ce vdx"** xd V 

19. La différentielle d'une fraction -^ est ^ — ^ . / ; car 

supposons —==9 > nous avons x:^yfi^'^ donc^ art. i4» ^ 

r=zydz -f- zày ; d'où nous tirons yiz =s do? «— xày : mettant 
^ans le second membre la valeur de z^ il yientj^^sdv 

rr- — dy ; réduisant au même dénominateur, 
f t enfin 

y" y y 

flo. Si dans l'équation à.yzu'=:zytàu'^yuàz'^zuAy^ 
^t. x^i Qn divise tou^ lesi tempes ^^lyzu^ on obtiendra 

àyzu au' dz ^ ^. 

jzu u z y 

En général'^ en divisant la difféventielle d'un produit 
^'un nombre quelconque de variables par ce produit, oui 
trouvera 

^.xyzfM.etc. àx ày . iz . dt . àu ^ - . . 

- . ^ ; — ; — = — + -^ H f- V H , etc. .... . (9),, 

xyafa,etc. a; y ' ;ç ' / m 



( 
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Si X, y^ z, t, u, etc. » sont égaux à a; et «n nom^bre m ^ 

on aura dans le second membre de cette équation un nombre 

dj? 
m de termes égaux à-^; ce second .membre se changer^ 

TttuJC 

'donc en et l'équation (9) deviendra 

d.x"» dx 

« 
et en maltiplant par x^, on aura 

d.x"* = mx''"'*dx* 
» 
âi . D'où l'on peut conclure cette règle : hrsqytun^ va^ 

fiable est éhvée à une puissance m , pour avoir la diffé^^ 

rentiellcy il faut ^ i®. changer t exposant en coefficient;: 

fi*>. affecter la variable id'un exposant moindre d^une unité i 

5^. multif>tier ensuite ce produit par dx« 

aa. Si l'exposant était fractionnaire ou négatif^ la même 
r«gle aurait lieu. Pour démontrer ce premier cas , soit 



p 



y:=:xf \ en élevant les deux membres à la puissance 17, on 
^ura j^ = pc^ ; donc, art. 2 1 , qy^^'ày = pxf"^^àx \ d'où l'ott 
tire 



»— I 



f t comme a:'*~* peut se mettre sous la forme — i-, et que de* 
même j^~* ^ ^ , en mettant ces valeurs , on a, 

9X à cause de x'' =:^ , l'équation précédente se réduil: ik 

dy==2Z4a:; 
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mettant enfin pour jr sa yaleur» on obtient 

dy=:2 — dr; 
•^ q X 

et en fixant passer le diviseur x en exposant^ on a 

dyt=L?'3i dx, 

ce qui est la même chose que la dilTérentielle At yzszx^ 
qu'on aurait obtenue en faisant usage de la règle n^ si . 
Pour démontrer le cas ou Texposant est négatif, soit 

y =ar"?, ce qui revient â^=—; différenciant par la règle 

* 

des fi'a4:tion6^ art. ai , nous aurons 

:c^d.i— i.dx' 



dy 



a'*Xx^ 



Observant que Tunité étant une constante^ sa différent 

d.x' 
tielle est nulle, cette expression se réduit à djf «= — -—^5 

effectuant la différenciation indiquée, art. âi^ on aura 

^ dy = — ^ — p^ , et en retranchant lexposant ùp de 

Texposiint p — i, il vient enfin dy =s — •.'px"''"''dx, 
comme on l'aurait troiivé en faisant usage de la règle da 

• 
sZ: Si Y on remplace les radicaux par des exposans frao-i 
tionnaires, la règle du n^ ai pourra donc servir à diffé^ 
rencier ces sortes de quantités. Par exemple, pour trouver 

)^ différentielle de t/j&^ on écrira z^ dont la différentielle 
f^4 ï^ *da ==' ' .w ' j ce qui lunis apprend que pour ayoit 
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la différentielle de la racine carrée d'une quantité variahlt^ 
il faut diviser la différentielle de cette quantité paf le doubla 
du radicah ' ^ 

a4« Quelquefois la fonction^ e)(t la variable x nf sont 
pas données par une même équation. Par exeibple , si Ton 
avait les équations y =/îx et u=çj:^ le premier moyen qui 

dy 

se présenterait pour obtenir le coef&cient différentiel -^ 

gérait d'éliminer u entre ces deux équations, pouf pouvoir 

y appliquer le procédé de la différenciation^ mais sans avoir 

recours à cette opération préliminaire , on peut obtenir im— 

dv 
médiatement le coefficient différentiel -^ : c est ce qui va^ 

être Tobjet de la démonstration suivante^ 

Supposons donc que dans Téquation u=^x, on mette 
a: -|" A à la place de x et qu*^alors u devienne u' =i/-|- é, et 
qu'en substituant ensuite u «-f- ^ àr la place de u dans l'équa- 
tion jr=:yu, lafonctiony devienne j^'^; si, en développant ce& 
fonctions de ii et de a; par rapport aux puissances de leura 
accroissemens y la substitution de x -4- h à la place de x 
diins la fonction u'> nous donnih 

u' — U'^qh + q'h'' + ^"A^ + «te.,; 

Et que la substitution de u+/e à la place de u dans Ift 
fonction^, nous donne 

y z=sy +pk + p'ft* + p'V 4- etc. -,: 

on obtiendra 



u'-^u 



Ooi. 



XJILZ = p +p'A + p'k* 4- etc. 
Multipliant ces équations terme à terme , on aura 
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L.e premier membre de cette équation peut se réduire • 

t;ar raccroissement de u étant représenté par k, est dono 

i%al à u^'-Att) par conséquent au li«u de-îlÇlZ.ÎLZlif noua 

ponyonà écrire -î.:^, et en mettanta:^— xi la place de *; 
Téquation précédente devient 

fc::^====(?+9'A+f A*+ etc.) (p+p^A4-p''A*+etcO..-(i 1) 

Lorsque h est nul, k s^évanouit aussi (puisque u n'a pris 
r-accroissement k que parce que x est deyenu x -|-fc) ; pat 
conséquent dans le cas ou 6=0^ qui est cf lui de la limite^ 
l'équation (n) se change en 

Pour déterminer p et ç, il faut supposer A et A nuls dans 
ïes équations (lo) , et ces équations donnent 

à^_ di/_ 
du— P'd^ — ^* 

Substituant ces valeurs de pet de q dans Féquation (la) ; 
Km obtiendra 

^ = ^£ï_ . (i3). 
dx dudr 

f 

Ce résultat nous apprend que si Ton a deux équation» 
j=/a ettt=<px, et qu'on en tire les valeurs des coefficiens 

différentiels-^ et ^, il suffira de multiplier ces valeurs 

«ntre elles pour avoir celle de -^» 

dûç 

a5. Si Ton a,, par exemple, les équations y =5 Zu* et 
**= 0;^+ ax^ jon trouvera 

dy dtt - 
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done en multipliant ces équations terme à terme on ôb-^ 
tiendra ^ 

^ = Gu i^jù* 4- siao?) =6 (x' + ax^) (3ar»+a<ix)^ 

aG. La formule (i3) est d'Ungtaadnsage poardtfiPérenciet 
des quantités compliquées; domions-ea quelques applications «. 

1^ Cherchons la différentielle dejrac v/a* — x*\ cela 

dy 
ie réduit à trouver le coefficient différentiel ^. Pour cet 

dx 

effet, faisons a^-^x^sssu, alors jr =3^tt = u*; et les équa« 
tiens ^ =:^ et u 2=: ^x, art. â4i sont donc représentées ici 

par jf = u* et par u=û* — x** 

En différenciant ces équations^ art. ài , on broute 

inultipliant ces coefficiens^ différentiels entre eux, on ob« 
tient 

donc 

* — -oîda: 

•^ V^a» — x* 

Soit encorejf 3= (a-H^Jî"')"'* pour trouver la différentielle , 
faisons a + 6a:™ = tt> nous aurons les équations j=stt*, 
u=3 a -|- 6j^> donc 

m|iltipliant «itre eux ces coefficiens différentiels^ on ob«* 
tiendra • 
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37. Pour iroiaidnM txemple soit 
lupposona 



6-^ 

I 

donc 






^=(tf+l/tt)* (i5)* 

Différenciant Téquation (i4) i^ous avons 

, acxàx 

donc 

du ûà 

dj? x^ 
réquation (i5) donne 

^ A 

et en mettant pour u sa ralenr^ il vient 

multipliant ces coefficiens différencieb entre eux on a enfin 

On pourrait prendre encore pour exemple 
y = (a + ï/x)^ et Von trouverait ^ = "' ^L^^ ^ * - 



f 



I 
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528. On a souvent à différencier la somme de plasiewi 
fonctions d'une variable ; quoique , d'après ce qui précède ^ 
il soit évident que cette différentielle est «gale à la sommd 
des différentielles dé ces fonctions i nous ne laisserons pas 
que' de démontrer ce théorème* 

Soit donc 

mettant x^hklsi place de x dans ces fonctioné, sùpp6sonà 
que Ton ait 

y z=:fx + Ah + A'A* + etc. + Fx + Bh+ B'fe* + etc, 

+ ÇX+ CA + CV + etCi ; 
On trouvera 

y~^ = (A+JB4.C)i4.(A'.+ B' + C')A* + etc.î 
passante la limite y 

| = A + B4-Cetdy=Àd. + Bdx+Cdx. 

Or À^ B^ C étant les termes multipliés par la preînièf^ 
puissance de h dans les développemens âe f(pc^h), dé 
T(x + h) et de ^ (or + Â) , il en résulte que Adx + Bàx 
•f- Càx représentent la somme des différentielles dés fonc-< 
tîons proposées* 

àg. Nous terminerons èe qui précède par tine observation , 
c*eai que des expressions qui ne diffèrent qiie par des termes 
constans ^ ont la même différentielle. 

Ainsi mx + nx^ + a" et mx «+■ nx* '^ac'^^bd ont la 
même diffétentielle ; cela est évident , puisqu'un terme cons- 
tant n'a pas de différentielle. 

Des différentielles successives» 

3o. Soitj' une fonction de x\ si elle est différenciée, on 
trouvera un résultat de la forme pàx (p étant une quan-» 
tité qui peut renfermer x)éSip renferme x, nous pourrons 
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^ùâi différçncierp^ et obtenir un résultat représenté par 
qdx) opérant de même par rapport à </ , le résultat devra 
être encore de la forme de râx , ainsi de suite, ^dx , qdx , 
fdxy ftc, 9ont les différentielles successives de y. Par 
exemple , si ^ == ax^, on trouvera dy = Sax'dx ; donc 
pz=::3ajc^. Différenciant de nouveau , on a àpz=x6axdx* 
donc q == 6ûx. Différenciant encore ,' âq r=z Gadx ; donc 
r=i 6a. Ici la différenciation ne peut plus avoir li«n> puiscpis 
6a est une constàntèé 
Les équations 

a y 

dy =zpdx donnent, en divisant par ^^t-f- =p> 

dp 
dp = qfda:. .............. .^=cy> 

d9= ràv. *,...♦. ^ = r. 

«te. etc. 

q étant obtenu par d^ux différenciations successives) tel 
vn divisant chaque fpis par dx > nous représenterons cette 

opération par -r^, et nous aurons -^ = ç; de même en 

différenciant de nouveau et en divisant par dx, nous auront 

^y^ == r ; ainsi de suite. 

d y est la différentielle première dej^j 
d^ en est la différentielle seconde^ 
éPy en est la différentielle troisième; 
ainsi de suite. 

Théorème de Mactaurin^ 
3i. Soit y une fonction de x \ ordonnons-la par rapport 
à X ) et supposoas . . 
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l8 CALCUL DIFFJAEVTIEt: 

11008 trouverons en différenciant et en divisant paf àx i 
-r^=5*...flC + a.5Dx + 3.4Ex* + etc* 

ClXr 

-3^= a.3D 4- 2.3.4EX + etc. > 

etc. 

Représentons par (y) ce que devient y quand x = o,' 

; par ( -^ j ce que devient ^ quand a; = o, 

'••.../. par (;r^ j ce que devient -r^ quand x^=zo. 



ainsi de -suite} les- équations. précédente^ nous donneront 

d*où nous tirerons , 

Substituant ces valetirs dans Nifiaatîon (16)^ elle deviendra 

telle est la formule de Maclanrin* 

3a« Pour première application ». prenons jr = — — — ^ 
nous trouverons en différenciant^ 

- (a + ^) d. 1 — 1 .d (a+^) . ^ 

d'où nous conclurons -^ = — - — . ; . i 

dx (û .+ x)* 

différenciant de nouveau , nous trouverons successivement 

éy afg 4* JP) fl , 

dx»~ (a + x)* "" (a •+• xf^ 

. à^y _ ^j^ Q.3 (g4- xy _ ^ . fl;5 

^ "" (a 4-x)^ "** (a -f- x)^} 



S^knt dbnt xtsio dam lesyaleurs de^, de ^ , de ^^^ 
tx:/ù^ irouteiona 

^^ "^ 5* \dx) = ~ ?• \drV~^* \dx^)~^^^ 
••bstitxiant ces Vftievr* ek telle de y àtus la formule (i y), 
nous obtiendrons * 

— p— =-*—-- 4. — , 7+ etc. 

33. Polir seconde application^ prenons^ =V^a^ -f* i^i 
tious ayons donc 

dx «^ ^ ^ aj/a« + Ax 

Il nous faisons 'où = o^ Ces "Valeurs deviendront 

substituant dans la fernutle (17) ces vaknrs de (y), de (^\ 
etc. , on trouvera 

34. Pour troisième exemple, prenons^aa (« +^)**5 «lotti 
trouverons en, di^é^endant, 

do; 

^ ==: m (m — 1) (a Hh a:)'»'^% 
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ûô ''CAtccL différentiel; 

faisant a:==o, la valeur àeyse réduit à a^ ; donc (y) ocsa*; 

^t celles des coefficiens différentiels -f^i-j^. etc., noua 

dx' dx* • 

donnent 

(i)="»**-.(S)=''<*-')»--(S)= 

m(/ii — i)(/ii-r'2)a"*""'. 

Substituant ces valeurs 3e ^), de f^p)» de (T^y etc. , 
dans l'équation (17)» on trouve 

(a + a:)*=a"»-+- mO^^^ x + m ^ i a"»** x* 

^ a 3 

JDe /^ différenciation des quantités transcendantes^ 

35. On appelle quantités transcendantes celles qui sont 
affectées d'exposans variables^ de lo^aritbmes^ de sinu^^ de 
cosinus y etc. 

36. Proposons-nous de différencier d*abord c*. Soit do^t 
y = a', changeons x en x + ft et^^ eny ; cette équation 
deviendray = a»**"* ou plutôt y' = a'a^. 

n faut donc développer cette expression par rapport auac 
puissances de A; or, pour que a^ puisse se dévelopj^er par 
la formule du binôme^ je ferai a=:: 1 4* &> ^ P^ consé- 
quent a^ deviendra 

^4-etc (i8)» 

« 

On ordonnera par rapport à % ; mais sans effectuer cetto 
opération > CQmme nous n'avons besoin que <les4«rmes mulr 



mpréRENCIÀTION DES QUANTITÉS TRAMSCCND. a^ 

tipliés par la. première puissance de h, nous remarquerons 
que si dajis un produit tel que h (h — i) (h — a) (fc — 3),etc., 
la partie (A — i) (h — a) (h — 3) etc., est composée de n 
facteurs, son développement, d'après la théorie des équa-" 
tiona , ser» de la forane h'^^ Ah'"' + BA"""*.... -f- M/r+ N , 
et que le terme N se composera du produit des seconde» 
parties — i , — a, — 3;» etc. des binômes fc — i , A — a , 
h — 3, etc.; or puisque /r (A — i) C'' — ^^Q^'^^i «te* 

2=: h (h^^ + Ah'"- ' + MA + N), il est bien évident 

que lei teigne qui.contient la première puissance de h dans cci 
produit sera NA ou , d'après ce qui précède , sera ( — i X — a 
X — ^3, etc.) h y d'où Von peut conclure que pour trouver 
dans le développem,enti8, les tesmes aiFectês de la première 
puissance de h , dans les termes compliqués de ce dévelop-* 
pement , c'est-à-dire à partir du troisième, on formera 
ainsi le9 différens ooefficièns de A: le coeiHcient de h se 
composera da produit des nombres soustraits de h paf 

— dans le troisième terhie, outp^ — = dans le quatrième, 
i.a ^ Mv 2.^ ^ . 

et ainsi de suite.) 
Il suit de là.qud . . • 

&* A3 

ç*=i -f. (i~ — 4-^ — etc.')h + termes en h\ en h^, ete* 

Représentons (5 ^ "^ * ®^^*^ P^ ^' "^^ aurons -j 

a*= 1 -f- iV A. •+• tonnes en h^ y,en A^, etc. ; 

substituant cette ' valeuï dans.Véquation jr^==!: a*a*, cette- 
équation deviendra 

f 

# 

j/ =r a* + Aa^h -f- termes en A* , en A* , e\c. 

Si nous retranchons' l'équation primitive j^ == a*, il res- 
\ts^y' -^ jf = Aa*A + termes en A*, en h^, etc. , passant 



Ha CALCUL DIFFÉRENTIBi; 

dv 

A lâ limite, ^ = Aa'; et en mettant la valeur de y-^ 

La constante A dépend de a ; ear si dans If égvatioa. 

A = (i — j + ^ — etc.)>. 

Dn met pour b sa valeur a— i ^ on trouvera 

A=(a^i)^^lIZÏl + (^Lril^ -. etc. . . . . (tîqX 

37. Pour déterminer la valeur de la constante A, cber^ 
choos^ par le théorème de Maçlaana» le dé^el<^]^meQt 
da a' ; nous avons donc 

à*v Ad.a* . Afl^d#- ... 

€ix*. dr djc^ ^ 

*5^ . ^ . . . = A^a*, etc. 



fobons « 5=3 o^, BOUS tponveiûna (y) =5à*^ == ^HJT 7^^ •**. 
^)= A* , (g^)==^ AS etc. Substituant ces valeurs dap% 




,dx* 
réquation (17), nous trouvons, 

lai&ons x = -^ , cette équation deviendrar 
1 



DES DIFFÉlENTIEttlS LOGARITHMIQUES. oS 

nommons e le second membre de cette équation > elle at 
1 

change en a-^ = c, d*où Von tire a = e^ ; prenant les lo- 
garithmes , on a 

log a = log e^= A log e; 

donc A = fe . . . (ai). 

log e 

L.e nombre e, dont la valenr est donnée par l'éqnation 

€ = 1 + 1 H f- - 4^ + ^^^* i ®** ^* ^**® ^'^^ Réper 

choisit pour calculer ses tables de logarithmes. 

Comme la série i rf- x -f ^ + etc.. est adses conTer- 

' 1.3 

gente , on peut se borner â prendre les dix premiers termes 
de cette suite ^ et alors on trouve que e yaut environ 
2,7182818. Si nous représentoni par La lo logarithme de a 

danale systèmenépéçien, nops aurons donca=(a,7i 8a8 1 8) > 
ou plus simplement a'sze^^\ donc log aslpge *Jt 

log a = La log c ; d'où nous tirerons, t-^— = La, ce qui 

réduit réquation (91) à A^=iLai et par conâieqiient l'équa- 
tion (15) donne 

da* = a*dr.Lâ (ais). 

Des' dijfférentielles logarithmiques^ 

38. Soit X le log é^y dans le système dont la base tst 
a\ on a ^ =i= a*; dbnc (art. 36) dy = Aa*dj;, d'où l'on 
tire 

Aa* log a . a* loga* 
log e . 

tt comme «F csjr, et qae :p ;;;: ]pg j" ^ Toquation précédent^ 



24 CAtCVl. DirFÉRENTIEb; \ 

devient 

Dons le cas où Ton prend les logarithmes dans le système» 

, - . log e Ipg e. - , -, , dy 

ï^pénen, j^g- = J^ = i , donc alors d.iog^ = ^.^ 

Des différentielles dès sinus j cosinus et autres^ 
lignes trigonométriqueSf , of4 dès diJjferçntieU^s^ 
des fonctions circulaires, 

59. L'arc et plus grand que le sinus j et plus petit que la 
tangente, 
Fig.. a. Pour le démontrer, soit ABf , Eg. ^, un arc qui aBE pour 
^nus et DA pour tangente, et prenons l'arc AB' égal à Tare 
AB. En considérant la corde BB' comme une ligne droite^ 
BB' est plus courte que l'arc BAB'. Donc la droite BE, qui 
çst la moitié de la corde BB', est plus courte que Tare BA^ 
moitié de TarcBAB'; d'où il résulte que le sinus est moindre, 
que l'arc. 

Pour démontrer qpe la tang^nt^ est- plus gr9iide.que l'arC;, 
nous avons 

jiire du triangle DD^C> aire du secteur BAB'C ; 

ou en mettant les expressions géométriques de ces aires,, 

DD' X i AC> arc BAB' X i AC; 

fuppriipai^tj AC de part et d'autre, il reste, 

Diy> arc BAB', 

%t en prenapt la moitié, on a 

DA> arc BA. 

40. n résulte de ce qui précède, que la limite du rapport 
du sinus à l'arc est l'unité; car lorsque l'arc h représenté > 
^ar AB devient nul^ le sinus se cenfbndaut avec- la. tap^ 
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DIFFÉAEI^CIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. s5 

gente^ à ptus forte raison le sinus se confond avec Farc qui 

est compris entre la tangente et le sinns ; par conséquent on 

j 1 111.. sin A 1 ^A^ sin h 

a. dans le cas de la limite. =- oupiatot — r— = !• 

arcA '^ h 

4i • Pour trouver la différentielle du sinus dont l'arc est x^* 
supposons donc que cet arc reçoive un accroissement h i 
2IOUS savons par la Trigonométrie que 

sin (x + h) == sin a? cos A + sîn fc cos * . . • (a3). 

Retranchant de cette fonction son état primitif, et divisant 
par l'accroissement h de la variable , nous aurons 

aîn (x + A) — sin jc sin x cos A -f- aîn h co3 x-'^ainx 

— — j j. , 

Rassemblant entre des parenthèses l'es termes multipliés par 
sin X dans le deuxième membre , on trouvera 

sin (x -f A) — ' sin x sin x (cos A-*- 1 ) sin A cos x . ^ 

-■ "^Â — ^^"^ n '^ — h — ^'''"' 

Quand A devient o > cos A — i devient aussi nul et 

^- — s — - — se réduit à-.; il convient Jonp de mettre ce 

A G , . 

terme sous une autre forme : pour cela l'équation cos* A -f- 

sin* A= 1 me donne cos* A — i = — sin* A, ou (cos A — i) 

fiin* A 

fcos A4- 1) =— sin* A-, d'où je tire cos A — i=b-^ r-r^ • 

^ ' cosA+i 

substituant cette valeur dans l'éq^uation (a4) , cette équar 
tion devient 

sin (x+h) — sin x . sin A sin A , sin A . «. 

— r-i £ :=— sm X r-; r-+ cos<x— r— • ••C^^)* 

h cos A+i A A . '^ 

^ , j > sin A ^ sin A ^ 

T)^ns,h cas de A= o, ^ = I et -jjqpj = î = o : 

d, sîn J7 
^équation (aB) se réduit donc à -^ =cosx; d'où Tout 

44^11]^ d. sin 0? r=: dr oos x* 
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mB calcul diftérentiel: 

4^. Dans cette démonstration , le rayon des tabtes a ètSh 
pris* pour unité; mais si l'on voulait la différentielle d*uni 
N^ sinus dont le rayon serait a , au lieu d'employer Téqua- 

tion (a3}> on se servirait de celle-ci : 



sm 



, - ^ sîn '.r cos ^ + sin A cos x 
(x 4- ») = ■ — ■ . 



Dans le résultat précédent ^ il faudrait donc restituer la 

dwC cos X 
constante a y ce qui donnerait d. sin cc= ^ -^ pour la 

différentielle du sinus d*un arc dont le rayon est a. 

43. On peut parvenir à la difierentielle dt sin x par des considérations. 
'Ig* 3« géométriques; car soit AB , fig. 3, Parc xj BM» Parc k^ la perpen" 
diculaire BP sera donc sin x, et k perpendiculaire MQ sera sin {x-+-h)^ 
cela posé , plus Tare BM = h diminue , plus Pangle MBG tend h devenir 
droit; par conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer 
Fangle MBG comsae droit j alors le triangle MBD devient semblable aa 
triangle BCP, puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs, 
côtés perpendiculaires ; d^oii il suit qu'on a la propociioa 

BC:CP::BM:MD, 
ou 

r : ooi jc :: BM : sin (xH- *) — sinar, 
donc 

sin (ar -f-^) — sin x cosx 

■"^ bM *^"î~*^ 

|>assant k la limite e« obs«rva»t que» dans ce cas , la eorde BM peut 

être remplacée par l'arc BM = A, Téquaiion précédente deviendra... ^ 

"d.sinx cosfc , . 1 » « • ^ 

*-^ — - = — —, et en prenant le rayon égal à runité , 

d . sin X = dx cos x. 

44- ï^our trouver la différentielle de cos a;, rpquatîon: 
sîn* X + cos* a: = 1 ou plutôt (sin x)* + (cos x)' = 1 étant 
dWérenciée (art. 21) dbnne a sin wd.M j? -f- A cos xi*. 
ços X = oj d'où Ton tire 

,, sînard.sîna: 

ésQ09XZZZr^ — 1 

ÇQ» X 



VIFFéRENCIÀtlOK DES FOHCTIONS CIRCULAIRES. ÛJ 

mettant pour'd. sin x sa valeur àx cosx, oit, 4^» ^ ^ 
duisant ^ on a d. cos a? = — dr sin x, 

7(5. On dbtient la différentielle de tang x en considérant 

sin jc 
que tang x = ; dilFérenciant cetttt équation par Tart, 

OQSwF 

(19)^ on trouve 

, cos j; d. sSi 5? -« sin x d. cos x 
d.tangx = ^.^^ ; 

mettant les valeurs de d. sin x et de d.cos âi?^ on anrtf 

j ^ /cos* a: + sin* ar\ , , ^ 

d. tang X =z: f \ - )dr; dono 

\ ooe «4» X * 

d. tang X =. — ; — , puisque cos' a?+»sîn* x=: 1, 

cos CD 

46. On sait par la Trigonométrie que le rayon est moyenne 
proportionnelle entre la taogente et la cotangente^ et entre 
le cosinus et la sécante ^ ce qai donné 

cot X =: ■ , séc X = ; en différenciant la pré»* 

tang a: oDsa? ^ 

inière de ces équations (art. icj), on trouve d, cot a? s: 

_ d.ta«gr àx ,^_ J!£_; c« de Té. 

tang* X cos* X tang* x am* x 

sin , 

euation ^^ stane. on tire coa tang = «n. 

^ cos ° 

47. L'équation «éc cr= -*—• étant différenciée , donn» 
- . d. cos X «in X dx sin x 1 , 

Q« séc X sa — - ■ s? Il > ■! 532 ' ■ CiX 5:35 

Gos*ap <;oa'x cos a; cos x 
tang X séc X àx. 

48. On déterminerait de même la différentielle de la co^ 

sécante ; car çoséc x = -i — ; différenciant on a 
' sm x^ 

. , cos^dr tosx i j, 

q. cosec x =— «• -—7-7 — ^ = -— -: — do? 

sm* x sin X $m x 

w^ : ' coséc op dap ss oot xcoséc x dr* 



•8 CALCUL différentiel; 

i^. A l'égard dn simis yene, en différenciant l'équation» 
sin yerse x -f- cos j: ==: i , on. trouve d. sin verse x = d* 
^1 -~cos x)y et en effectaant la différenciation^ <L sin T»se jc 
sssinordr. 

2?e /a différenciation de quelques fonctions tranS" 

cendantes eompliquées. 

5o. Les principes précédens suiGraient pour pouvoir dif- 
férencier tonte expression affectée de quantités tcanscen- 
dantes. 

Soit ^ = a ; faisons b* = u , nous aurons jf = a* ; dif^ 
férenciona. par l'art. ^(37), nous trouverons 

du dj; 

donc (art. 24) d^ ^ d^ ^" K ~ û^**^^*- 

5i. Soit encore ^ = a'; prenant les logarithmes, on a: 
\o^y = i' log 7, ; donc d. log y = vd, Ipg z + lo^z di/-; 
mettant pour les différentielles logarithmiques leurs valeurs, 
(art. 38)> nous trouverons. 

-^ = V — + log adv, et par conséquent 

dy=^(i/ hlogsdv),ouplutôtd^=z''(v 1- lt)g adv). 

.Au moyen de cette différentielle, on trouvera faoiletnent 
celle de ^ = a'" ; car soit r = v , l'équation se réduit 4 
y ss ;%"; or, les équations j^ = â* et v = t",. qui §ont de 
même forme que l'équation dont noui venons de trouver 
la différentielle, donneront 

j dy = »* (i; 1- log adv), - 

^\f =c= t« (i*-p + log tAuij 



rtaÉOREli&E DE TÀTLOA. ^9 

Substîftiant dans la valeur de ày donnée par cette avant- 
dernière équation celles de dv et de v, nous aurons 

dy = »'• n» Ç + log « n^^^ + log tdu)2 = *'V, 

/-- ^ u log a Y + loga log *dtt\ 

Théorème de Tajrlor^ 
5â. Avant que d'aller plus loin , nous remarquerons qua 

dans le Calcul diflFérentiel une expression telle que ^ , 

signifie qu'une fonction y d'upe ou de plusieurs variables 
a été différenciée par rapport à la variable x et divisée 
vpardo?; par cfxemple, si l'on aysàt y ^=z ax^u^z^ , Texpresai 

sion 3^ se trouverait en regardant u et 2 comme constans , 
d.r 

et en dilTérenciant par rapport à x et divisant ensuite par dx-: 

ainsi on aurait -^ = imxu?z^. On trouverait de même -^ =: 

or (Le 

^ax^zW ®t j^ = 5fla:*z^z/*. Si l'on avait y=zx^ + z*, -^ 

serait ax. . 

53. Si dans une fonction y de x», la variable !x se change 
en X + h , on a le mêrhe coefficient différentiel lorsque x 
est variable et h constant, que lorsque h est variable et x 
constant. 

Pour le démontrer, si dans l'équation y ^=/r , nous met- 
tons 0?+ ft =; a?' à la place de x, nous aurons y' =/c'*> 1* 
différentielle de fx' sera égale à une autre fonction de :xf 
représentée par ^st/ et multipliée par dj/, par conséquent 
dy i=:fx'àx\ ou en mettant pour x' sa valeur x -f" ^^ on 

aura- 

dy ==^ (x 4- ft) d (a;+ *)• 

Or , le seul changement qu'apporte dans cette différentielle 
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ZO tAtClTL BlFFÉâtBlf lËL* 

ThypotbèM de x variable et de h constxat., n'est qlie «km 
lefacteard(x4-i}>9ii 36 réduit à dx; fonadoiicaioilk 

d*où loa tire 

^=f (x + »). . • (a6). 

Si, au contraire, on fait x constant et h Tariable, le factetit 
d(x + fO ^^ réduit kàh, et Ton a 

dys=:^(x + ft)dA, 
et par conséquent 

égalant ces devx yalevn de f (jc -^ ft)> il nous Tient 

Par exemple I si Ton avait ^ =: ox'i en mettant x -f- À à la 
place de x on trouverait 

5^= 3a (« + *)•; 




et par conséquent ' 

dx . d/i * ^ 

54- Les équations (sG) et (37) étant différenciées parrap' 
port kx + hy donnent encore les résultats égaux 

Faisons h constant dans la première équation, et x constant 
dans la seconde, nous aurons 

^ = 9'(x + A)dx,-^=:V(a; + ft)d*t 



tHÉOREMB DE TÀYLOA; 3| 

ffoù nom tii:en»is 

On conclura par le même raisonnement que -t^=-^1^ et 

55. Cela posé, soit y une fonction dex + h\ cette fono» 
tîon étant développée par raifort aux puissances de ik, 
supposons qu'on ait 

A , B , G ^ etc. étant des fonctions inconnues de x qu'il s'agit 
de déterminer. Pour cet effet, en différenciant par rapporta 
h , et en divisant par àh , on aura 

^'= A + aBA + 3CA* + etc.; 

différenciant ensuite par rapport à a? et divisant par àx , nous 
aurons 

dy dy , dA , . dB , 

Les premiers membres de ces équations étant égaux , en 
vertu de l'art. 53, les seconds membres seront identiques; 
égalant donc entre eux les coefficiens des mêmes' puissances 
de ^, on trouvera 

' ^-È'^*^3d?'*^=?dJ'ï>=4d^'«^- 

Substituant la valeur de A, donnée par la première de ces 
équations , dans la seconde, on aura B =: -^ -r^ ; snbâH- 

tuant cette valeur dans celle de C, on aura C= — î-= -i2f • 
. . • i-a.3dx" 

ainsi de suite. 
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Sa calcul DiriFéRËNtlEL; 

Au moyen de bes valeurs de Ai de B> de C, etè.i Yé-* 
quation (528) (deviendra 

ou en mettant poury sa Talem*) 

cè qui est la formule de Taylot. 

'application de^ la. formule de Tajrlor au déi^elop-^ 

pement en série de diverses fonctions* 

■ ■■■ — i' 

&6. Soit y = Yx +/i; on a donc y = \/x = x*i 

Dôiic 



é^^l,'^ 
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substituant dans la formule de Taylor , on a 

V/^= V/-x+i ^-i J^+ ^^. et.. 

57. Soity =sin(a:4-*)> d'où il suit qiie^=sinxj 
on peut donc former ainsi les coefiiciens différentiels suc* 
Cessifk î 

dv * d*V i d^v A^ 

£^^coBX, 3j==-smx, 3^ = -.cosx, 5^=smx, 

dV 
j^=z:cosa?/ctc. ; 



^ftUCXTtOg'i i>V THÉORÈME DÉ TATLÔA. 33 

«iibstitaant dans la formule de Taylor, o^trouve 

«in (x+À) = «in x + èo8 X* — «in X— — CM X -^ 

^ 1 i.a ^*a.5 

fei8ai*«=o, alon sinx=« et«Mx=a i , et ce déyeloiy. 
peoient se réduit â 

a -3^2.3.4.5 '^^• 
«1 Ton prenaity=3:cos (a: + A), on tfouYeJrait, eu opérant 
«omme dans l'exemple précédent , qae 

58. Déyeloppons eflcore log <j5+ A) ; tfons ayons 

y = ^og (^ + A^* donc j^ = log x; 

dy=d.logx^^,doiicà:=i. '"• 
r « dx X 

; pu obëendia ensuite , par des différeudations snocessÎTes ; 

dx« . X»' dx»~i»'"":» 
substituant ces valenis dans la Ikniuule de Taylor on a 
log (X + A) =log X + i- *1 + il et- • 

I 59. On pourrait facilertcnt, au moyen de cetteformule 

trouver, la differenfielle d'un logarithme, sicette fonnulê 
n'eût pas été trouvée pat la différencia ion, mais par la seule 
Algèbre Cnote première (*)]. En effet, cette formule doua» 
logÇx+A) — logx 1 ' , 4 * 

à -X ^-^^*''- ' 

' il) V'ojrez kt nom & h fin d« l*Oimage. 
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B4 CAICVL DIFFÉEEMVISl^ 

passant à la limite ^ on a ' i 

d.loga? 1 

d.lôgx= — . 

ComiaiâsantladifFéreiïtîelh d'im logarithme^ il seraitaisâ 
^e trouver celle de a' ; car en faisant y s= a^, et en prenant 
les logarithmes dans le système népérien , on a 

Ly = La* ou ]Ly =5 xLa. 

€t eVdifférenciant , 

2=.dxLa- . 

y 

d*où Ton tire 

6o. On ptut déduire le théorème de Màdanria de celui 
de Taylor^ de la kaaniète suivante louk, par le théorème 
de Taylor^ 

^^^^=^'+-i-*+-d& -a+^ê^srz + ^^- 

Appelons (/x) ce que- devient^ quand on y fait x = o , 

( "—• j ie que devient -^— quand on y fait x = o , ainsi 

de suite pour les antres «coefliciènfl différentiels ; la formule 
de Taylor> quand on fera x = o, deviendra donc 

Ï>âni9 Cette éqpatidri , h entre à^mfh comme x entrait 
dans fx , de aorte que si bn change. H en x^fh deviendra 
fx\ et comme il ne reste plus de traces de x, ce chan*- 
gement est permis^ puisqu'il importe peu de substituer une 
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lettre ou'uue autre ih : en faisant donc ce chaDgemeot oa 
trouye 

* « 

"ce qui est le tliéorème de Maclatirin. 

JDe la différenciation des équations à deux 

• variables. 

6t. Sorti 

tine équation entre 4eux yariables^fn résolvant cette équa- 
tion par rapport àjr , on trouvera^ =^ çr ; imaginons q^o 
Ton ait substitué cette valeur dans Téquation (af) , celle-ci 
"âeVîeQdril F (x,çx) ss o, ou pout pfos flc simplicité 

/X=r0, 

«quàfion identique , et daa^ laquelle tons les termes doivent 
se détruire , quelque valeur que l'on donne i x. Par exemple, . 
si cette équation ne inonte qu'au troisième depé , on pourra 
la représenter ]pi|r . ■ - ^ , 

^ eK aseftan^ 009 valeur quércon^é'pèM x^ elfe sera tou^ 
jours satisfaite ; donc, en mettant x -)- A à la place de x» 
on aura encore 

A(x+A)3+B(x + A)»+C(Jtif»)-fD»Oi ' 

c'est-à-dire que si \qn «^47 = 6 ,, quei que soit r, on aura 
encore/'(a7+A) =o -, retranchant de cette équation celle-ci 

/r = o, il restera /C^-f- A) ^yx=:o; . . 
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SS CALCUL DlfFéRENtlfL; ( 

Or, 

fix+h)=fx + AA+ BA* + etc. , 

d'où Ton tire . 

te premier membre de cette équation étant nul, on a 

-donc 

d fx 
A + BA -f" ^^c* =0 ; et passant à la limite --{^ss A =0, 

et par conséquent d.^=:Adr=o, ou en restituant j^., 

d . P(x,^) := Adr = 0. 

' Ceci nous apprend qu'en regardant y comme une fonc« 
fion de Xg si Von différencie Téquation F(j;jy)=o, on pourra, 
égaler le résultat à zéro^ ce qui servira à déterminer la 

, dy 

valeur du coellicient différentiel -f^, comme iious allons le 

voir dans Texeniple suifant. . 
5oitdoiic ^ 

F(x^)==j?+3ay— y = o.,*-(5o)j 

différenciant par* les procédés ordinaires ,■ et observant que 
par la dénfonstration précédente on doit 4s^ler ce ^résultat 
à zéro, on .a 

axdx +3adjf— aydy=o... (3r) ; 
de cette équation on tire 

6a. Si Ton compare le procédé qui nous a fait obtenir 
cette yaleàr avec celui qïie nous avons employé jusqu'à pré- 
sent , on verra qu'en opérant d'après cette première mé- 
thode*, il aurait fallu d'abord Hsiéttre l'équation (3o) sous la 
forme y =/x, et par conséquent résoudre l'équation par 
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DIFFÊAENCIiHr; DES ÉQUAT; A MmC VARIABLES. 3^ 

rapport à^, i^our.en déduire ensuite par la différenciàtloiV: 

dv • .' t I 

la yalèurde*|p. Eu suivant cette marche nous trouTerions. 

d'abord 

■ 

etensniteyparla.difFérencîation,, , 
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dv 
' ^ette Taleurdè ^ sa présente' Bom une forme ditférentédi 

©elle qui nous est oflPérte par 1 équation (3s) ; maïs en met- 
tant âans réquation (Sa) la valeur dej^, cetfc^ équation 
deyiendra * . ' . 

ày _^ ax- ^_ _^' »• 



comme noïtei venons de lé trouver. L'équation (oiX est I4 
dîfFéréntielle première de Tequaidon (3o). . 
ïour obtenir l'équation qui donne le coelHcient differen-' 

tiel dtt'second ocdrç^A c'est-à-dire -r^^j «njdîyîî^lîyi régnai 
tien (3i)p«jajR,'ctfaiiant-^=:;;L, c^ équation deviendra 

r^gardapt j^etpcoipmedesfonctianiide,a:, ^ous awpi»*;eiL 
différenciant, , ,, , . . . 

divisant par dxletmettantspà lapIacedêV- 9 il' viendra - * 
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d'od nous tirerons. , 

Or, pubque p zss^^xiouM ^i|Fpns Su == •^ ; mettant ce» 

valeurs dans Téquation (33)^ et faisant, éy^ouir le^ dénpr 
xninateiirs^ nous obtiendrcHxs 

d^ (3a-^*ay)==s!>dy*--âtbf.;. (34) ; 
telle sera la différetatielie se^c^e de Téquation (3o). 
•.PouraToir la différeptiBUe tVfHsièioo , ùù faim^srul, et 
l*égiiatipQ (33) deviendsa.>^ apFè» avoir fait éiFanoiaii? le dé^^ 

pqRrôa«^««jL» , , - .- . ' . : • " . 

on difFârenciem en regardant ^, /i^, ^ comme dè9 fonc^ 
tîons de'x^ et V6i\ trouvera Fa différentielle troisième, ainsi 
de suite. -' I •• • ' . ./ ^ 

63. Au.Jîeu d;çmjlojrar )es fe^ ^^r,etp.;»|^qn^çffçc- 

tuer le^ opérattojps, on parviendrait au~ même résultat en 

différenciant réqiiatiqn (3i) et en mettant dypçur la diffe-^ 

rentiellé dey, ày pour^ci^Ile de dy, d^ pour celle de d^, etc., 

ef'^'î^^a^rd4M]?t.^(^oQ]pipe «constant ; ea trouverait de tettè. 

manière ^ . ~. 

a^b»»4i-Stfdy-i^adj^»--aj^*j>s=:ô,'U* ^ ' 

«quation qui est la:isiéiB6:qiie l^qùatron (34). 

.' 64^ Donnôné mainttoant Fexprëssion' g^^éralê de là* dif-^. 

férentielle de r.équation/(a:,^) =0, Pour cela représentons. 

^(x^y) par if, nous a|»onft^, en dHf^t^inciant^ciette fonction 

dii 
par^4:^g>p0^'^ X, ItUwi^ ^'.é^p ^.eit la,; difffi)DBÉiant> 



( • 



par rapport à^,HBO^ aurons/ «»» second t^nne ^dj^; ei». 



I 



XnFFÉRENCIÀr. DES ÉQUAT. A DEVt VARIABLES. S^ ' 

çoFte que d-fi^ty) ou du === -r- diP-f- -r- dy • maïs êiy ait 

eoQsidéré comme une foaction de x> noua aurons^ en la 
différenciant^ ^ 

m . * ■ 

substituant cette valeur , nous tronrerona 

dtt=-r-* dx ■+■-; — r^ dr» 
dx ^àyàx 
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65. Si l'on, se rappçUe le tlieqrèjn^. dé j?>ontré article (a4), 
op. y«r?ft^H* ^ çDaot ç»n*wlérft.poffinjtç li^e fonçiion dej^ , 

ek y comme une fonction de x y^le-'ttiém -3- §^"*dx n'est 

autre chose que là. difFérentielIe d^ u prise par rapport à x 
renfermé dans^. 

66. La différentielle totale d'une fonction de x et de y 
étant donnée par Téquation .du = — di 4- ^ dj» , on a 

nommé les expressions . ^'^^^ H~ ^J' ^^ différentiel W 

partielles de u. 

De même, si y, est une%>ncti(^ detrois rariables^ x^ y^ 2^ 
indépendantes > nous auront > 

1 "^ J "^ J^' du _ - TJ*»/ 

^1^4enïifp^4»i g-fly.à ^' f». fwwl . les aiffierenf 

tielles partielles de u. * 

67. Nous ayons vu (art» Ssi)^ ^*ùne expression telle que 

-^y indiquait que la fonction jr avait été différencier {lar 
rapport àla variriMe^Ty et diyiéfe «iWiitçpar àx\ il suit 



^ = d7' 



4o . cAi^ut diffé^rentiel: • 

de. U que si. Von a, r«quatioii -^ 7=:z\, et qWon en tix;e 

A 

Ë 

on ne pent> sans.démonatration , en conclure qafi 

A ^-^ . 

.. . • 4y 

car» dans cette nouyeile équation,, la dîfFérençiation^n*es^ 
phis faite par rapport à x , mais par rapport à^; et l'on 
ne sait pas si* danâ cette noiiyelte Ikjrpothèsè dedifférenda-it. 
tion IçjTisùltat Ist 1a même*. > ^. 4 

Pour lever cette difficulté, on a 4é]|iontré (art. a^) ^®. 
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di^ - dv dy 

doî. 3ydj;*: . ^ . 

j • . • • • 

Si dans cette équatipn on fait, v = x , elle devient; • 

^~dy dx' 

doùlontu-e 

, dx^ 1^ , • ' • ' ■ , 

ce qui fait voir que le changement d*lgrpothèse de (Mlféren-4. 
dation s'accorde ayec iNÀlgè^^re. ' . ^ 

68. Voici comniient on pourrait^ di^montrer directf o|«nt , qae dans \^^ 
^HitiiBelk acception qnefloniil le signeMe la diWôon à la £rfieào&. t^^ 
rëoii^tiim siiÎTaute a Jiea : 

f âr . . » 

«011, 
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Mi^OBE OE8 TàHGEMTCS. 
Done 
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EffbctnaBt la divUlon , oa ^^veloppant à l'AÎde da Théotknti ^ 
MaclauTÎa , oa obtieAt ^ 

y— r A A 

l'auMBt à la Kmhe „ oa a 

^_ » • . 

^t Comme V- =? A , U ea Tësnlta q[iM- 

. ^«__ 1. é 

- . ^ i- 

De la méthode des tangentes. 

69. On appelle ainsi la méthode qui donne les ezprei^ 
slons difFérentIe]le& d^s tangèntea^y sous-tangentes^ nonnalef 
et sous-nonnales. Soiçnt OP et y les coordonnées d*«q poînl 
M ^ (ig. 4> pns sur une courbe; augmentons Vabcissse. . . . Fig-^f 
AP = a? d'une quantité FV = b, menons. Tordônnée P'M', 
et par ks points M et M^ faisons passer une sécante M'S. Il 
est certain ijue plus PP' diminuera , plus TS tendra à se 
confondre avec la. souftrtaiigente PT, jusqu'à ce qu'eufib 
PP' = h devienne nul ; PT sera^ donc la limite yers laquelle 
tendra PS; 

Cbejçchons maintenant Pexpresslon analytbpie de PS pour 
en prendre la limite : hs tn^Qgles senobl^lesM'MQ» MSP^ 

donnent la proportion , 

' . ' * . . ' 

M'Q : MQ :: MP: PS, 
OH, wq-. h :Vj :?§;, 
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• Pour déterminer M'Q , nous avons 

M'Q = M'P^— MP; 
or* 

donc 

M'P'=jr^.|A + ^i^ + etc. 

D'une antre part ■ 

Si nous retranchons ces équations Ttuie de Tautn^, il non» 
tiendra 

* M'P' — MPouM'Qi:^ A+ i^-— + etc. 

^ dj; ^ dx* i.a 

» 

Substituant cette valeur dans celle de PS . nous trouverons» 

* ■ 

j ^+:r£— etc. . • ' . 
et en ffîvi^ant \t^ deux termes par }i\ 
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^ . dx dar*« ' ,, • . i 

'A. la lismte fi ss 6, et PS se jchânge «n. PT, ce qui nour 

donne PT = ^, ou (art. ^7) PT =y -^ , où plutôt 

fT = y -^Ts sous-tangente, 

en rcipresentant par ar' et par jf ' les coordonnées du pomt M; , 

ïig- 5. 70, Si à ce point M* fie. 5, noua, menons une perpendi- 

culaire MN sur MT, la sotis-normare sera PN. Pour la dé-:^ 
temniner, nous aurons , r' 

PT : Pas :i mt>N, 



UÉMOBt 0E$ Ï!A.!^6E1ÏT18« Jgi 

OU 

y 3y^ -j^ •• y • *;^^' 

PN = y y-f x» sam^normale. 
A Vé@iH:d de I« toage^e et de la nermale^ acnit a^oii» • 

mt==î/tp*4-pm% 

ou tangente = y/^d^^ + ^ =y V ^ + »f 

MN =; V^ffîVÎnrâP, 

••••'' ■ ■'. . " * 

7H . ?wr Ifoii^er À'4în*ti^P. 4? Ja tançante , «oîeflty et/, 
les coordonnées du point de tai^gence Mj Téquation de la 
droite MT> qui passe ^ar^le^ jj^int M, pourra donc être re- 
présentée par 

'.. . y^y ^Aipp-^^^ 

Dans cette équation , A étant la tangente trîgonométrique 
de l'angle MTP, cette tan^afte trîgonométrique aura pour 

PM 

expreswon^^çarona .. _ . .. . , 

PT :pm :: 1 ;twig.MTP=^^; 

donc . ' T . . 

„^„ PM y y dy' 

substituant cette ^eur île ;A& da4« TéquAtign de la tangente, 
cette équation deYient' " f ' > l • . 



y —y ~ aè" ^'*' T *'5' ^Çwolio» ^'^ fe tangente. 
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44 CALCPL iatiFrÉsLENTiu;. 

Celle de U^nermale sera donc y —«y = — -rrC^ "^ ^ )*v 

Application des formules précédantes à des 

ûxemplfis^,. 

72K i^. T\''ùUveT Ul saus-'tangenie d& la parabole. It^éqaat^ 
tien de la parabole^» étant j^ =:;;j;^j:, on eo tirera, en la difEé--^ 
rendant, 

•t'pac conséquent 

(^af eXy étapt le#. coordonnées du point de langenot , îfl 
faudra donc , pour avoir le coefficient différentiel qui cor^ 
respondà ce point,, accentuer a; et y; ainsi noud aurons' 

dx' -^ ay -^ 
«ubstilnant cette yaleur dans ceHe de PT, nous obtiendrons- 

ay'* 

P 

et en mettant pr' à la., place dey", cette équation dè-- 
Yiendra 

PT ou-jaM5-to/i^e7ite-=: ai''. - 

a*. Troui/er /a sous-nprmaie de telUpse. L'équatîôn. 
4*07* + a*j^* = a*6* de 1-ellipse rapportée au cent^ étante 
différenciée, donne 

d*ott Ton tixB 



dj/ _ 6^£ 
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ASYMPTOTES D£$ COVKBU. ^6 

mettà&t cette yaleiir dans celle de la sona-uonnale W oa 

obtient * 

PN ou sous-normale = — -^ x . 

a* 

3**. Trouver V expression de la tangente au cercle. Véqu^-^ 
tiona:*+^*==r*> qui est celle du cercle, étant différencié^^ 
on trouve pour le point' de tangence a/,y\ 

Au moyen dç cette takar, on réduira l'expression de MT à 

Des jisymptotes des Courb^. 

73. L'expression AT , ûg. 6, de ]a distance du sommet de la cooriie I^i»* ^* 
'Sia point de tangence , ,se di^luit facilement de Tequation de la tan* 
^ente ; .car si le sommet A de la courbe est pris pour origine , la idroite 
AT sc^ra la distante de ce sommet , au point où Fordoimée MP sera 
nulle. 

LVquatîon de là tangente MT^tant y — y = ^ (x — «^ ) , il suffira 

donc de 6iirej^.=o^ dans cette équation, pour que la valeur de jr» 
qu'oQ en diédairà ,»aoit4:eUe de AT j noua obtiendrons, de cette manière , 

Telle fera la diaMnce de l'origine , «n point oii k Ungente coupe Taxa 
«ki X. 'Pour connaître la ctisunce de tV>rigine , an point oà la tangente 
«oupe Taxe des/- , il faudra calculer AB$ or , AB étant l'ordonnée y, qui 
correspond à x = o , dans l'équation de la tangente , noua aua^ns , danâ 
cette bjpothèse, 

Supposons maintenant que x' détenant infini, let falenrs de AT et 
4e A3; fig. 7 9 (joasexTcnt éa yiA^m -fitûtsi on en conclumque la ^^8* 7* 
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ckoitt Iti ne t^comreni la couflie ^^à vuh dbttmcfe lafinilb ; âbmd TIt 
sera une asymptote à la courbe. 

74* Prenons pour demple réqpAÙon jr^ssm^-^nx^i on tirera d« 
cette équation , • 

iW ïp"* 

donc * 

É 

AB s^y— *; S5 .3^ ■ ; ; 

•^ a/' 2/* * 

ttettani fonr x^ ia tdewt » «t fédàiiaine, ma «Pour* 

• r 

divisant les deux termes de ces fmctions par s^, on obtie&dra 

' AT = — 9 f AB = - - '— ^g* . , 

Lonqtt^on fait a/ =^ « y ces valeurs sa réduisent à 

AT=s-~, AB==-^,..(35)j 

donc ht conrbe sera snsceptiblé d'asymptotes , pooi^à , cependant, qte 
n ne soit ni tecgacif , ni nul ; car fi n était négatif, la Taleor de AB f 
donnée par la seconde des équations (35) « deviendrait imaginaire ; or , 
' dans le cas où n est négatif, réquatloa appartient à une elli{)se. Cette 
même équation serait celle d*nne parabole si n avait pour valeur zéro ; 
DMtis, dans catie hyiiothèse, les -équaliôBS' (IS) mma «bntfant' q^e 
AT et AB deticanént infinis» c« 4|ui praave ^e la pafeiMe ns faut paa 
avoir d'asymptoieft» 

De V Équation du plan tangent à une surface roarih?^ et de- 
celle de lanormalè ^ ceOe surface. 

75. fiojentf -(x,.^, a)^=Q, Téquation d'une surface .CQUcbe»et.». 
Fig. .8. A* 4» B/ 4- Qz +.D » o , celle d'un plan. Si le ppint de tangenc^. 



£Q0AflÔ«r DO VLÂM TANOEKT. 4f 

M • fOttt coMdotmëe x^f^, t^» cet eordonnëet deitoAt «idiCuiv ^ 
J'équacioii da pJtn , ei Ton ania par coniéqttetit 

« 

Éliminant D entre cette éjnation et la pr^cëdente, on trooTcrti pour 
rëq[uation dn plan aiBajéti i passer par le poist xffj^, ^, 

Menons , par te point de tàngence x', y', t', nn plan parallèle an plan 
^es », z; et ptaA Coopefa la surface suivant one courbe MC, fig. 8, ^^8* ^ 
«t le plan tangent sairant une droite ML ; cette droice ML devra être 
tangente h la courbe MG ; autrement le plan tangent couperait la surface 
■ courbe. '• " ' 

LVquatîon de la drofte ML peut se déduire de IVgnaiîoU (S6) ; car 
cette droite ML ëtant riutersection du plan tangent , par un plan paraJ* 
lèle au plan des x , s , a , dans tous se» points , des yaleurs égales pourjr • 
et comme le. point M est sur cette droite^ on a doncjr ss^, #n jr «— '/^ as o» 

He ^ul réduit réquation (36) k 

Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordonnées 
a et jr d'un point quelconque prb sur J» droite ML , et par conséquent 
-sera l'équation de cette droite. On poana l'écrire ainsi; 

D'onéaUtre^tl, ^équation de là courbé MC s^>l>tîendra ée ménm 
en regisrdantjr comme tonstant > dans rékjpiad^ de la surface cotfrbe 

Si Ton Teof ecpnmer teaintenant h oAiditiOU que II droirr ML soit 
tangente à la courbe MC^ il faut doûc (art. 71) que le coefficient de 

(x-^^>àB réqtikÛâH (37 ) soit égnl à fa valeur de g^ tirée de féqua- 

tion de la courbe MG. 

Or , réquation de cette courbe élant celle de la surface dans laquelle on 
ferait x con*taot , il suSt de diffiàrcncier l'cqnatitm de^cette snifaee, et 

dx Am * 

d'en tirer r* ; car, d'après l'art. 5a , la notation r- suppose qu'on' â 
regardé j^ coooÂe constant dans la diiférentiatlon. 
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^ CALCUL DIFFÉRENTIEL r 

n sait ^ 1& y qn^cn accentaant z* et ;r'y après amr opàs^, om a^ pouT 
1^ condition qae ML toit tangente à MC^ 

s-.^ = 5p, x>npIutAt A «-€^...(38). 

^\ Ton mène ensuite , parte point M, un plan parallèle au plan des 
s , y, ce plan coupera la surface suivant une courbe MD , et le plan tan-^ 
gent snÎTant une droite MN. > » 

On démontrerait , comme précédemment , que cette droite MN doit 
être tangente à la coqrbe d^intersection MD , et qife , pour tous les points 
de cette droite MN,, l«s atiscîsses étant ^ales , on doit avoir x — x's= o^ 
ce qni rédnit Inéquation ( 3iS) k 

A^oii ros tirera • 

Cette éqnadôn* étant celle de la droite MN , on exprimera la conditi<MÉ 
qne cetttf droite est tangente à la courbe MD , en égalant le coefficient de 

y-'^y' an coefficient diffiÉrentiel -r^ tiré -de Téquatioa de la surface ^ et 
Ton aura 

et par conséqaent 

B ==— Cjp. .-(^g). 

Si Ton substitue dans Téqaation (3G), les valenn de A et de B» 
données par les équations (38) et (39) , on troaTera 

-cg(.-^)-e^(r-/)+C(.^«')=o, 

d^oh Ton tire y poor Téquation du plan tangent lin point Vf J^> ^» 

"fi, dhevchons , par exemple , Téqnation d'nn plan tangent & la splière« 
L« 8 coordonnées du centre étant a , 6, c , la spbère aura pour équation 

(»—«)•+(/—*)• + («— *)»=ri 



ÉQVAriOlf DU PLAN TANGENT. ^ 

'tiù troure, en difi^renciant^ 

d*<^ l'on déduit , diaprés k notation co^dTcnve («rt. 5)) ,) 

*d* a— X dz ^— r 
ôx z-~c djr « — tf 

Doue l'ëquation du {iian tancent à la «phére, an {)oiitt dool Ica coor- 
'données sont x^,y, «', sera 






,-^^Z^ (»_^) + ^i. (jr-y). 



'77. Si ce plan fassait à rèxtïéoiite dû diamètre vertical, on aurait 

Ces valeurs eéàniraienc l'ëqnation du plan tangent kzssse^r^ ce qui 
^ Vist réquatîon d^nn plan parallèle an plan des x, y. 

76. Lés équations de la ttcArmale xn point a/, f^^ sf peuvekit se dédairo 
facilement de Téquation du ^an tangent. Ea elFet, par la Géométrie 
"analytiqne (voyez ma Théorie des Cow^ du second ordre, pag. 378) 
*on sait que'sTl'on a les équations 

Ajt + B^-f-CB+bsrt)... (40, 

la lïremière étant ^elte d'un plan , et les deux autres celles d'une ligue 
étoite , les conditions nécessaires pour que cette droite «oit perpcndicUi* 
ivxte an pian , totit qn^oiSi «ic 

Si , apVès avoir fait passer tous les termes de réqnation'(4o) du plan 
langent dans te premier membre, on la t:ûiàpare à l^équàiion (fi) , oA 
trouvera, en égalant entre eax les coeMciens de o:^ dçy et de ;t^ 

^*, ^«' » d«' ^ 

toonc ~ . • 

As' _ dt" 

^=~d?' *="*"dP» 
«ubfûtitant cet tàlenrs dans les équations (4a} > on obtiendra 
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Le point x^tf', ^ devant satisfaire à ces é<{aations , pûis({â''elle^ appift- 
tiennent à un point de la droite, on a encore 



t 



éliminant a et Centre ces quatre dernières épations, on trouvera, potfr 
les équations de la notmale au point a/, j^, «', 

Des fonctions qui, pour une valeur de la variable, 

deviennent |. \ 

Fx * o 
99. Lorsqu'une fraction telle que— devient -^ en y substituant nnef 

taleur de x que je représenterai par a , c'est un indice que les deux terme è 
de cette fracuoii ont x — a , ou , en général , ( x — a )"* pour facteur 
'(commun ; si Ton pouTait Fôter , on aurait la rràië talêur de la fraction. 
Supposons donc que x — a soit m fois facteur da&S Fx , et n fois fac- 
teur dans fx (sauf, si le cas Texige , à supposer que m et n soient égaux 
à. l'unité ou à zéro), nous pourrons écrire 

*Fx=:P(x — il)», 0x=Q(x — a)«. 

Fx P 
donc —=z^ (x— a)*-«, . . , <43). 

Par la différenciation, nous trouverons 

d.Fx dP, . . n, , 

-sr=di('-'')'"+'"^(*-^5""'- 

d.ï'x 
Remarquons que cette valeur de ' . ' se compose de deut termes ; 

dont l'un contient une puissance de x — â , moindre cf une unité que 

celle qui entre dans la fonction. Par \%. même raison , en prenant le coeffi- 

d.Fx 
cient différentiel de -^: — , on trouvera un terme affecté de (x «—«)", un 

autre de (x— a)»-», et un troisième de C*"-:^)"*"'» <* dernier terme 
sera m ( jn— 1 ) P (x— «)"•— ». En continuant ainsi , on verra que chaque 
nouvelle différenciation reproduit des termes affectés des mêmes puis- 
sances de (x — a), que celles qui étaient renfermées dans la fonction dif- 
férenciée , plus un terme dansîéqvel la puissance de x — a est diminuée 
d'une unité; ainsi, en prenant les coefficiens différentiels successifs , lie 
terme qui contient la moins haute puissance de x — a sera 

à la première différenciation toP(x — «)"•'", 

à la seconde m {m — 1) P (x — û)""*i 

\ la trobième m {m — i) (a* — 2) P (x — «J*""', 

t la/i'*»* .,..,..., m(«— i) ;P(x— fl)*-». 



Vt LÀ FRÀCtiÔ* |. g£ 

be aorte que le coefficient diiTérentiel de l'ottlre r de Fi-, lert de ceu6 

+ m (m— i) (m — a). . . P(j: — • <î)«•-^ 

C:c que notis disons de Fx pouvant s'ap-îîquer h pr, nous tronverons 
pour la différentielle de l'ordre r de la fraction pressée , nn résultai dé 
"c«lte forme , 

î *"'^^ Z (x- «;. -^ Z' (x-û)-'...4.n («-i}...Q(,~af.-r (44). 

ôo. Cek posé , conaideTcms trois cà» : 

i». m=n*; a». m>n; 3». m*<ii. 

iSi ii» = n, et que le nombre r de différenciations efièctnéet soik 
égal à m, lesl)inomes(x-p«;"^r,ei (x — aj— ' se réduisent chacnn à 
(pc — a)% cVst'à-dire k J'uniié; à i'égard des autres binômes (*— <,)•> 
(a: — «)•»-», etci (x-r-tf;-, (x — a;— »,etc., U$ sont nuis dans l'by- 
pofbé&e dex=zai ainsi , tous les termes , hors le dernier do nomératouf 
et le dernier du dénominateur, s'évanouissent, etréqnaUon (4^) dcrfent 

dx"» ^ yt.Cy»— j).(iit.— ;i).,^ p ., p ^Fjp 
''-jp, «(n—i) (n^a)... Q""Q— ^" 



^-* 



I/ans le second cas , qui est celui oh Ton a m ^ n, si le nombre r d« 
différenciations effectuées est i-gal à n , le binôme (x -«-aj«-r ^^ i^qit ^ 
l'unité, parce que soA exposant n — r est nui. Les'exposans « — i 
>i — a , cft:. , m — 1 , m — a , etc. , des antres binômes , étant plus grande 
que n^r, sont positifs; par conséquent, ces binômes se réduisent 
chacun à zétà lorsqu'on fait x==«j tous les termes s'éVaiiouîssenlt 
donc, dans cette hjpothèse^ hors celui où entre (xi— a)»-»-, et Téqua- 
Uon (44) '^ réduit à 

d».Fx * , 

daf I t 6 • -^ ' - ■ 

d'px "" n (/» — 1). . . Q (x — «;•-'• *" n(n— .i)...Q ^ *• 
dx« 

Celte valeur est dibnc an indice' qu'on a m >r, cas o& l'équation (is) 
%e réduit à zéro. Enfin, si l'on a m^n, le nombre r de diflvrenciationi 
^àecUtéies, étam pris égal km, toné les tenliiet s'éTuonlssent , hors It 

4' 
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lenne mlnt'^ i). . . P (x^^a)^, et il reste 

à<Fx 



d"».#j 



00. 



. dar» 

cette Yalenr anndhce donc ^nè m enrpaMe n > eu oii le second membre de 
l'ëquation 4^ est infini* 

8 1. De ce qui précède, résiâtè cette rède : Lorsqu'on veut déter' 

rx o 

■miner la vraie valeur d'une fraction — , qui devient - par une 

valeur donnée h la. variable, on différencùera iéparément la deux 

dtFJt 
termes de eettefracéorê^ et ensuite on examinera si les résultats -^-^ 

«f -^ se réduisent aussi à zéra-^ paria tahéur kjrffothétigue de là 

variable; si cela est, on prendra les coefieiens diférentiels des ex- 

pressions -W — et -4 — » et l'on verra si, dans la même hypothèse 

*de la variable , ces eoefficiens diférentiels se réduisent chacun à 

aéro ; en continuant ainsi cette vértfication , si Von trouve , après un 

certain nombre de différenciations , que les deux termes de la frac*' 

tion ne s'évanouissent point par la valeur donnée h la variable , cette 

* ^x 

dernière fraction sera la vraie valeur de — ; mais si le nu^térateur 

Fx 

seulement devient o par la valeur de t , Vexpression -^ sera nulle f 

enfin , si ce n'est que le dénomiruUeur qui s'évanouisse par la ifoleur 
de z , Pexpression '-— aéra infinie. 

Sa. Prenons po^pr exemple la fractioti 

Fx x^^b* 

loette fraction devenant ^ lorsque x=s & , si nous voulons eh. avoir la Traie 

Valenr y nous différencierons ses denz termes , et nons obtiendrons -7- | 

4 
^ comme les deux termes de cette fraction ne deviennent ^s nuls dans 

Thypothèse de x t?: èy la vraie valeur de la fraction proposée, lorsque xs^b, 

tst donc -7«« 
4 
^3« Nons prendrons encore pour exemple la fraction 



DE LA FRACTIOU §. 5S 



o 



<ette fraction se réduisant à - , lorsque jt = i , no'us dUfi^rencîeroiu wa, 
^eux termes pour en obtenir la yaleor , et noua cronveroiia 

|,es deux termes de cette fraction citant encore nuls danaL^jpothèae da 
xs^i , notts.difivrencierons encolle» et noua obtien^rona 

6* 



.« .« » 



1|( dénominateur seul se réduit à z^ro kMsque Ton fait x = t ^ donc la 
potion propos^ , daua Thypotlièse de jr := i > eat infime. 

84« Siron-.appliquaitla-mémer^leklaFfractioa 

«• — 5» 

lyii devient - y dant.l'hypotiiéae de.7 ^ p ^ on ttouTeraîi, es dijBl-renciaiit 
1^. deux termes de ceue j&actiopj^ 

a*log4y — d* log^ 



'"••» 



expression, dont le nnme'catear ne devient pa& nul Ior8(]iiaxsso, et 

qui , par conséquent , donne log a — ^log k pour la vadeur que prend la 

fraction proposée lorsque x = o« 

Il est bien évident que le*facienr,commtiii.aQx deux l^mes dei|a frac-. 

tjon proposée est o^ — o , c'esi>à-dire x \ mais comment reconnaître ce 

facteur dana aP -w^ ? Pow y pa^Mnic , «oua vetoarquef Qin« que , d'après . 

ijaxtide (37)^ ^ . 

■ -ar . A*ar» . 

I 1,2 

*^= I H- B -^-f. f- etc.; 



^onc en prenant la différence ^ 

et l^on voit que x est facteur commun de a* •— &'. 

85. n ne faut pas cependant croire que la règle que i^ous venons tic 
donner suffise pour tous les cas.: la démonstration précédente est fondée 
sur ce que les expo4|ls m et n sont des nombres çnlier^; maisf'ils-étj^bent, 
fi:aciionnaires , on ne pourrait obtenir , par des différenciations succès- 
^^9;f. vAiexm» oa « «" <( sç uouvâl élevé, à h puîss^oce o j par consé^ 



S4 CALCijfL diff£bi^ktig(.. 

f^uent f on ne pnnrrait^ par le procédé que nous avons employé j dégager 
là fraction du facteui' commun. 
Soit donc pour plus de généralité , Texpression 

Fjt P(t— «)* 4- Q (x — a)^-t- R (t— «)^ -♦- etc. 

♦* F (X - af. + Q'.(x - tf )^'+ R' (jp -- a)^ -h etc. ' 

dans laquelle «t,^^ >, etc., sont positifs et croissans, ainsi qoe a,\ 

Ç, y\ etc. Cette expression se réduisant à - lorsque x =s a , nous pour* 

rons , au lieu de changer a: en a , changer x en a -4- A , en nous réseryanc 
d^ faire A :^ 0« aprè^ avoir rédoit; alors l'hypothèse sera la même que si' 
nous eussions fait immédii^tementx = a , et nons aurons 

Fx PA*-f. Qfc -t- R^*^ -f- etc. ,,^. 

_ = -? -^ j / (45j- 

•* F/i^ + Q'A -f-R'A^ + cic. 

En considérant « et «'« qui so^t les pins petits ezposans dans chacune 
de ces suites, il peut arriver trois cas : ' 

!•. *>«'; 5'*. «=*'i 3^ «<«': 



*' 



Dans le premier ca^ , en divisant par K les deux termes de la frac« 
û(m(45},ona • " '" • ' « .- •• ^. ,-...♦ 



• ••• (49> 



Fx ^ PA*" "•"*■+. Qr-'^+B&y""'^4-ete. 
•f ^ p/.^Q'A^-^^R'A^'-r-^Vctc. 



par hypothèse , « surpasse a/, par conséqu^l, lenomhre « — «l' sera po- 
•itifj à plus forte raison C— a', etc. , ^ — t! le sont aussi,' puisque^ 
«t, C,>, etc., vont on at^gmentànt; Ç-^^jV^:— :*',. etc. , seront aussi' 
des quantités positives, par la ràis'on que les expressions n! ^Ç>\y* ^exs.. ^ 
allant en croissant, a! est moindre que C, que y^, etc. 'Cela posé, si Ton > 
lait A = o, toON- les termes du secrïnd membre de Téquapon (46} s'éva- ' 
nouissènt , hors P'^ donc cette équation se rédui^ alots à ^ 

Fx o 

;^^P> = 0V 

Dans le second cas , où 4 — «', le terme PA . , «e réduit à PAf = P 5 
donc, d'après l'inspection de Téquatiqn (46), on voit que, lorsque 

a:s=:a. — se réduit à •;-/. ^ 

' ' f X P' 

là 
'Ejo&SL , dans le troisième cas , oit Ton « « < «^ «a dlTiOAnt pw A 9 Qi^ 
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« 

écriri^ ainsi reqaation (45) : 

F* _ P -f- Q^^"" V RA^ — *,^ etc. 

et Pou Toit que Thypothèse de ^ ^: orétjiiit cette ^qu^tion k 

far o . •■' 
|B6. Prenons ppur exemple la fractioii 

oui , lorsque jc = a , $e réduit à -. Si dans cette fjpaction on meta -^^ h, 
à. la place de jc , elle devient _ 

(3a» Vf- 3«*" H- A*)*' (3a«+3«A-f-A»)*A» 

(3a»+3tfA + A>y» (3a>+3aA-<-A«)t 
aisant A =^ o, on obtient 

87. Si nne valenr de x rendait infinis les denz termes de la fraction 
«-—.on diviserait ces denx termes par Fx x f» , et Ton aurait 



Fx — 



»* 



= ££,_ 



< 



I 



t 



88. Enfîn , si Ton avait un produit MN, dans lequel Thypothèçe d« 
X = o rendît Tùn des facteurs nul et Fautre infini ; soit M le facteur^ 
qui devient nul par la valeur de x ^ qui i^d N infini j on écrirait ainsi ce 
gcoduil: . 

Ht comme aloxs ^ serait o. Texpression — se réduirait à *i 
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Ifes maxima et minimaj dans les fonctions ^une^ 

seule Vi^iable. 

89. On peut, dans la série de Taylor, donner. ime valeur, 
i raccroissement h ^ telle que Tun des termes de la. série 
devienne plus grand que la somme de tous ceux qui le sui'-'. 
vent En effet , cette Sjérie étant représentée par 

si Ton veut que -r-^^ P^c exemple , deviemie pins grand qoo, 

la 'somme de tous les suitres termes , éci^von» ainsi la pairie, 
de la série comprise depuis ce teipe; : 

Or, quapd on fait h 15= o, la partî«x ^ - + g^^ etc. 

s*anéantissant, on conçoit qu elle'^eut être rendue aussi pe> 
^te qii'on voudra > lorsqu'on prendra h très près de zéro» et 

^tre alors surpassée par -=^, qm est indépend^jilrde h. Soit 
• il** 

donc Z ce que devient 4an$ ce ($a^ -r^ — |^ etc. La. série, 
(47) se réduit à Tj^ + Zjftietcommealor^ona x^ > 25> 
çu x*21ft > AZ, en mt|Itipliant par i, il en fjésulte que le;. 

tehne ^h est plus grand que lasomnie de tous les suîvans. 

On démontrerait la même, chose pour tout autre terme à^ 
regard de ceux qui le suivent 

90. Soit^ = çx, une équation entre deux. variables. On, 
peut toujours considérer cette équation cpmme celle d*un€^. 



conrbe do^t les diiFéreiite^ valeurs de la fonction jr s evtieat 
les .ordonnées ; on ^it que cette fonction j^ est à son niinininm, 
lorsqu*après avoir diminué succesaiTement > elle ^ sar h 
point de reoommçnoer à croître. 

Soit , par exemple > la courbe MBN > %• 9 ^ qui a pont Pig. g^ 
^qnation^ 3= & 4" ex* ; on voit que les ordoai&ées mp, m'p^ etc.^ 
-vont en diminuant jusqn*a« point B ; mais que depsli 
ce point, les ordonnées qn , ((t! , etc. vont tovjouss «n 
croissant : ainsi Tordonnée A6 estle minîiDum de Jafpnctjony. 

91. On dit de même qu'une fonction y est p^arvenue'è 
^onmaximuq;!, lorsqu*après8*êtreaecrue suecessivement^ elle 
çst arrivée au point passé lequel elle commence â décroitre. 

La conrbe CD£ y fig. 10, dont l'éqnatîon est^ 7= h ^^ca^, 
Dous présente un exemple de ce cas au point D, puisque lea 
ordonnées qui suivent et précèdent immédiatement AD» sont Fig. m, 
plus petites que AD :cette ordonnée AD est doncon maximum. 

5)â. Il y a des courbes qui n'ont qu'un maximum ^d'antr^ 
qu'un minimum ; quelqueyunes ont Tun et r^utrâ ; d'autres 
n'en sont pas susceptibles. 

On voit, par exeiuple, que la courbe MBN, Bg. 9, dont Fig. 9. 
Féquation est j^ = & -f* ex*, ne peut avoir un maximum ^ 
puisque , d'après ta. nature de son équation , les ordonnées 
vont toujours en croissante 

Le cercle ÇBD , gg. 1 1 , dont l'équation est 

a un maximum et un minimun) , qui cofvespondenr à la 
même abscisse AP : le maximum est PD , et le miiiimnm ^^8- 'i* 
estBP. 

g3. Lorsqu'une fonction y d'une variable x , a un maxi- 
n^um ou un qiiiiimuai, ce maximum on ce minimum serait . 
déterminé, si l'on connaissait l'abscisse qui y correspond*: 
par exemple 9 si dans une courbe doçt l'équation eètyzzi çx, 
(fn çonn^iss^t la valeur a. de Fabscisse^j^y qui correspond ' 



N. 
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au maximum ou au minimum , il suffirait de faire x = a 
dans réquation j^ = ^x^ pour déterminer la valeur de^ , qui 
est le maxinàum ou le minimum demandé. 
Fig. la. 94. Soit doncjr=yx, une ordonnée PM , figé 12, qui 
est parvenue à son maximum ; si Vafoscisse AP reçoit un 
accroissement h représenté par YV , et qu'on porte aussi lH 
de P en P'^, on aura^ pour les conditions que PM soit un 
maximum , " 

rM'<PM, P''M*<PM 

I A. 

OU 

/(x + *) <fx, /(x - h) </x. 

Fig; î3; Si au contraire PM , fig. i3 , est un minimum , en repré- 
sentant la valeur dé a:, qui correspond au minimum par 
AP , et en prenant PP' = PP^ = A , nous aurons pour le» 
conditions du minimum^ 

P'M'>PM, P"M''>PM/ 

ou 

Ainsi ^ Iprsqu^e f.^X'^^h') etjr(x — A), seront en mén|e 
temps plus petits que^> il y aura un maximum^ et si ces 
deux fonctions sont en même temps plus grandes quefx, il . 
y aura un minimum; enfin*, si Vune de ces fonctions est plus 
grande et Taut^e moindre que fx , il n y. aura ni maximum ^ 
ni minimum. 

96. Cherchons donc dans quels cas ces conditions peuvent^ 
être remplies : pour cet eSçt, nous avons» par le théoràme de 
Taylor, 

• ■ • • 

D*une autre part , si dans cette formule on change hew-^h, 

-> 

on trouve 










Vonr que ^ =yx soit un maximum ou un minimum , il 
|aut doDC que ces deux développemens soient tous deux plus 
grands ou tous deux moindres que j^ ; or, cela ne peut être,' 

â moins que ^ ne soit nul. En effets si l'on donne une 

yaleur très petite à A , on pourra toujours &ire en sorte qve. 

-^-h surpasse la somme algébrique de tous les termes qui lei 

spivent Dans ce oas, le signe qui afFeotera ^h sera le même 

^e celui de-^hy joint aux termes qui le suivent : ainsi , 

dans cette hypothèse» si -^h est positif dans Tun des 

développemens (48) et (49) » ^^ développement ser^ plus 

dy 
grand qije y , et sera moindre que y, si -—A est néga- 

t^f . LfC signe qui affecte -~ A étant contraire dans ces déve^ 

• Af 
loppexnens , il faut que si ^A est positif dans l'un , il soit 

négatif dan^ l'autre ; d'où il suit que l'une des quantités 
/(x -f A) et/(x — A) , sera plus grande quefx, e^ que 
l;autre ser^ moindre qaefx. 

Si -f- A n'est pa9 nul , il ne pourra dona y avoir de maxi-* 

mum ni de minimum; ftais si >|^ = o^ alors les développe- 
siens (48) et (4d) se réduisent à 

* s, • 



9a tXLCVh DIFFÉRENTIEL. 

Dans ce cas^ )e signe des termeaiqui suivent^ dépenara. 
de-T^^ si l'oa prçnd h assez petit poujr que ce termQ. 

4urpa3se la somnQ de tous eeux tpi le suiyeut; et comme. 

d*v 

-r^ a le même signe dans les deux déyeloppemens^ il en ré~ 

d*v 
eultera quesi -r^ esipoeitîfjt hs deux fonctions d^Cx-f- h\ 

^t de (x-r- fc) seront plus gr^de» m^^fa\ dans ce cas, y^i; 

d*v 
aéra un minimum. De même, si -r^ est; négatif ^ on ypi% que. 

fx sera un maximum, 

^. Pour compléter cette tkéorie^ nous remaïquerons que^ 

outre J^zzzcx, oi^peut a^oîr enoore 7^ =s= o; dj^is qe cas» 

il ne peut y avoir maximum, eu nuaimum, qt;e lorsque. 

^-^ = o. Alors le signe des quantitésvqnî suivent j^ dépendra 

dV 

de -7^, quand on prendra A très petit ; et Ton prouverai que . 

« 

d^v dH' ' 

si -|^ est pp8»tif>yàî est uïi minimum^ et que si 3^ est né^ 

gatif , fx eat un maximum ; ainsi de suite. 

En général , lorsque le premier ooefiicient qui ne s'évanouit^ 
pa3 i est d'ordre pair, il 7 a un miçûmum s'il est positif, et 
un maximum s^il esl négatif. 

97. Pour premier exemple , prenons laf oacJtion a-r-£ar+x^ ; 
i^Qus aurons donc 

4i9[éi^Qçiant et diTisa^t par dm, nous obtiendrons, 

dx " + "» tbç» - **• 

dS' 
Cette valeur positive de g^ nous apprend que la fonction %- 
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un joinimura. Pour déterminer Tabscisse qui correspond i 
ve miaimmu^ nous égalerons i zéro la valeur de J- , ce qui 

nous donnera x r= - ; si Von substitue cette yaleur de x 

a 

'dans Celle de^ , on trouvera y s= a — -y pour le minimum 

chaînée* 

$8, Soit enCOTe k fonction a* + Vx — .c»x» ; différent 
«îant réqiiatîon jf =t a* 4. i^jp — c^x^, et divîeftnt par éx^ 

nous trouverons , 

J^ar la Valeirif négative de -^^ on voit qu'il jr a un maTitimm 
dans la fonction ; l'équation A^ «-^ ac^x = c nous donne 
^ = -^ pour l'abscisse qui correspond i ce maximum ; 

jBt en substituant <;ette valeur de x dans «elle 4e y, <m 
b-ouvera 

99. Soit encote l'équa^on 

y Stt: 3a* X* — i* JC -f- c*; » 

nous trouverons ; en oj^érant comme ci<*des8US^ 

égalant à zéro la valeur de ^ , nous avons à 

QX * 

ja*aî*«»-i< = o> d'oùxî=:±«"; . . 

€ei deux valeurs de x Mant misçs suceessiyeiQejQt daiis celle 
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de ;r^ , nôuâ apprennent quil y a dans la fonction un niihP 

inum et un ihaxiinùm. Le minimum correspond à Tabscisse 

b* b* 

X = 4- ;?- , et le maximum à Tabscisse x = — 5- ; en met- 
' oa -^ oa 

tant ces valeurs dans Celle dey , nous trouverons^ = c^ -t- — r j 

me I 

pour le minimum^ et y = c* + — — , pour le maxiniAu. 

« 

J-pplicatibn de la théorie des maxïma et mirtimu à 
la solution de divers problèmes. 

PROBLÈME U 

1^0. Partager un nombre en deux parties telles, que le 
produit de Vùhe par t autre soit le plus grand possible. 

Soit a ce nombre, et x Vune des parties ; TàUtre sera 
a — X, Donc x {a — x) est la quantité dont on veut cher- 
cher le maximum : différenciant et divisant par dr , Téqûa- 
tion^ = x (a — x) = ox -* a:*i nous trouverons 

dx . ' dit» 

La valeur de -r^ nous montre que la fonction renferme effec* 

dx* 
tivement un maximum. Si ce coefficient se fût trouté d'uii 

signe contraire; le problème aurait été impossible. En égalant 

à zéro la valeur de -^ , nous trouverons x =rû>ceqiiinous 

dx ^ ' 

annonce qu'il faut que le nombre a soit partagé en deux 
parties égales , pour que le produit sdt un maximum. 

PROBLÈME II. 

* 101 . Entré tous tes cylindres inscrits dans ÛH cône droite 
^terminer celui qui a le plus grand volume. 
Soit a, Eg. 14, Ja, hauteur SC du cônei b le rayon AC de 



\ 



AVVllCKT. DE LA THÉOR. DES MAX1MA ET MINIMA. CiS 

sa baâe ^ et x la distance SD du sommet au centre du cerck 
supérieur du cylindre. 

Les triangles semblables 5AC , SED nous donneront 

se : AC :: SD : ed, 

ou 

ui b:: x: Eu, 

donc ' • 

Soit 1 : jr le rapport du diamètre à la circonférence ; om 

sait que le cercle , dont le rayon est r » a pour surface «r** 

bx 
Donc le cercle EGF^ qui a -^ ^olir rayon, a pour surface 

--— x^ 'y multipliant cette surface par la hauteur DG dn cy^ 

lindre, c'est-à-dire par a — x , nous aurons — j- x^ (a— x) 

pour le volume du cylindre ; ainsi l'équatioii à differeneier 
est 

y = ^- (ax« — X»); 



on déduit de cette équation , 

dv «•&* d*v kb* 

£ = ?^ (a«x-3x-) et^ = - (aa-6x)5 

égalant à zéro la valeur de -^ ^ on a 

^b^ 

— ^ (aax — 3x*) = o, ou plutôt àax — 3x? = 0^ 

équation qtii est le produit des facteurs x et aa -— Sx , e| 

an 
"donne par conséquent x = o , ou x = -^ ^ la valeur x = o 

iie peut correspondre à un maximum, puisque , dans cette 
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liypothèse,-T^ se réduit à , nombre positif. Cette valeut 

de -^ indique an minimum; et en effet, quand a:t= o, lé 

tylindre se réduit à Taxe du cône (car plus le cylindre est 
haut plus il est mince). 

La yaleut x =3= -s- est donc là seule qui puisse répondre 

À la question; et dans cette hypothèse, -r^seréduità— ^ 

taombte négatif. SI Ton retranche donc SD= a; =^ SC de là. 

hauteur du cylindre » U restera Cb = s SC. tl résulte de C6 

qui précède , que le tylindre le plus volumineux Inscrit aU, 
tône^ ù pour hauteur le tiers de celle du cônei 

f ROBLÉME m. 

loâ. Pefrtagdr une âroite Ah {B%. t^) en éeut pariieÈ 
AC 6^ CB, de manière que le produit XC? X CB soit tiA 
maximum n 

Représentons pat a cette droite AB , et par x la partie CS 
de cette droite , 1 équation du problème sera donc . 

yzzza? {a^x), 
tfoùTonlba . 

en égalant à^éro la valetir de -J^^ on trouve x = o, ou x =^--r • 
Cette seconde valeur est la seule qui puisse résoudre le pro** 

j d*V QQ* 

hlème \ puisqu'elle réduit celle de g-^ à — *y , résultat 

ftëgatif* 

' lo3« Observons que lorsque daua la v^eur du coefiicient 
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^^liFérentiel -J. il y. a un facteur constant positif; on peut la 
«upprimer. En effet, si/ nous ayon» 

"011 en tira \ 

Cette seconde équatioà ne servant qu'à nous faire connaître 

d*v 
le signe dé la valeur de -5^ , ce signe ne dépend que de celui 

d Otr: 

qlii affecteVa -^-, parce que A estun facteqr constant positif : 

donc A peut être supprimé dans cette équation. Il peut 

l'être aussi dans l'équation ^ t=: Açx j car puisque noua 

devons égaler â ^éto le second membre de cette équation 
pour déterminer x , l'équation A^x = o nous donnera 
çx s .0 ; d'où il suit qu'on a droit d'omettre la constante. 

I^ROBLÈME IV. 

1 04. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une 
€£rtaine quantité d'eau dont le volume est -connu ; on de- 
mande quelles dimensions il faut donner à ce vase pour 
tjue sa surface interne sdit aussi petite quHlest possible. 

Soit V le volume d'eau donné , et x le rayon de la basé 
du cylindre ; «rx* sera l'aire de la base dit cylindre. Et puisque 
la hauteur de ce cylindre , multipfiée par sa base , est égaie 
à son volume, on aura 

hauteur du cylindre X «"x* = V> 

d'où l'on tir.era 

V 
hauteur du cylindre s=: 



5rx*' 
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«n multipliant cette hauteur par la ciircoûférence de la base» 
qui est nwx, on aura 

V aV 

pour la surface convexe du cylindre. Si à cette snrfi^ce on 

«joute TTx^ , qui est celle de la base du cylindre ^ l'équation 

à differeneter sera 

aV 

«t Ton en déduira 

dy aV . d*y AV , 

La valeur de ^ étant égalée à zéro donne 



X 



=\7ç. 



On voit que cette valeur répond à un minimum , puisqu'elle 
rend positive celle de -r^ : le rayoîi de la base du cylindre 



. . dx* 

3^_ 



/y 

cherébé sera donc t/ — . Si Ton met cette valeur dans l'ex- 
pression de la hauteur y on trouvera ^ pour la hauteur du 
cylindre ^ 






3 /V 

i = V'- 






Ce problème est applicable h rArtilIeric; car une charge de poudre 
étant donnée y on peut se proposer de trouver quelles dimensions 
devrait ai*oir un mortier à chambre cylindrique, pour que la poudrm 
exerçât le plus petit eSorl contré les parois de la chambre» 

Oa toit que cette question se réduit à trouver quelle est la plus petito 
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aarface qu'on puisse donner & la chambre du mortier ; et il suit de ce qui 
précède , que le rayon de là chamlire doit être e'gal à ta hauteur. 

PROBLEME V.. 

io5. EktiTû ious les câhes inscrits dans une sphère, cfe-Fig-xO. 
terminer celui qui a ime plus grande svrfaée convexe. 

Supposons que le demi-cercle AMB^ fig. 16» fasse une 
révolution atitour de Taxe AB , la corde AM engendrera 
un cône dont AP sera la haatenr , et PM le rayon de la 
base. 

Là snifacé convexe de ce cône aura pour expression , cir-- 
^onférence PM X i AM = airPM. i AM = rPM. AM. 

Il ne s'agit donc que de déterminer PM et AM. 

Pour cet effet, soient AB = aa, AP== x; MP étant 
moyeime propottionnelle entré AP et PB ^ on a 

a? : PM :: PM :a« — x; 

donc ^ 

^ PM= |/ flor — x*; 

AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AB^ on a 

s: : AM :: am ; mi 

donc 

ÀM=\/2aa?S 

substituant ces valeurs dans l'ex^U'essiôn de la surface du 
côJae , on obtiendra » 

surface convexe du cône = w \/^ax j? |/âai* 

ïéquation à différencier est donc (art. io3) 

d'où Ton déduit \ f 

do; y^4^^x* — ^mx^ 
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oli, en supprimant le facteur commun x. 



dy 4^* — Zax 
ax V 4a* — ^ax 



égalant à zéro cette valeur de da;, iious -obtiendrons 

4a* -^ Sax = o 
équation ^atiâfaîlé en supposant 

fyi 

Cette valeur appai^entt à un minimum ; c'est ce qui ya 

d*y 
nous être confirmé J>ar îe sigde de g^. 

io6. Avant que de déterminer la valeur dece coefficient 
difTérentîel , }e vais expliquer un procédé qui abrégera le» 
calculs dans de ceitains cas. 

J*observerai préliminairement que, lorsqu'une fonction 
de X est nulle par une valeur qu'on donne à x, il ne s.'ens uît 
pas qu'en général son coefficient dilFérenbiel soit aussi nul : 
par exemple , si' Ton a la fonction x* — Ba: + 6> qui devient 
nulle lorsque x = a , ou lorsque x = 3, le coefficient difTé- 
rentiel de cette fonction , qui est ax — 5 , ne devient pas raul^ 
dans ces hypothèses. 

107. On peut quelquefois abréger beaucoup les opérations 
qu'on emploie pour reconnaître si une fonction est suscep- 
tible d'un maximum ou d'un minimum. En effets supposons 

que l'on veuille déterminer le coefficient différentiel de 

• dv 

l'équation -^=XX', dans laquelle X et X'' sont des fonc- 
tions dex, dont la première seule devient nulle par une valeur 
donnée à x; en dfifFérenciant cette équation, art. 14 1 et en 
divisant par dx nous obtiendrons 

d-y ^ XdX^ X[dX ^ 
d-ç*^ dx *^ dx ' 
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X , par hypothèse , étant nul ^ en vertu de la valeur, 
^nnée à x/ cette équatioase réduit à 

d'y _X^X 

da^ "^ dx ^' ^ 

oe qui nous indique quç, pour. obtenir -r»^, il faut muiti-* 

plier le coei&cient différentiel du facteur nul par l'autre fao^ 

teur (*y. 

io8. Par exemple, si l'on veut obtenir le .coeflicient diifé 
Tfintiel du second ordre de y = dans l'hypothèse de 

Oî == a; en écrivant ainsi cette équation , 
on trouvera que 
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1.09. Reprenons maintenapt l'équation (5q), dp Uquelle oa 

d*v % 1 ^mCl 

veut tirer la valeur de -r^, dans Thypothèse de^a>= •— : 

«en décopaposant le numérateur en ses facteurs > nous aurons 

dy a.r (4a— s-Sa?)/ 



(^ ) Cette règle n^est pas sans exçept^pn , car --p peut être mil apssi 

dy 
dr 



dy 
Par exemple, si l'on, avait -j- =sx»(jC.— fa)f/ e'qq a tioa . qui renferme 



d*y 
des racines ëgalçs , les deux .termes, de la valeur de r^ seraient nuls ^ et , 

dX' 
au lieu de supprimer Iç facteur reprësent<$ par,X,--r- > on derrait, art. 96, 

x^conrir aux coefficiens différentiels des ordres supérieurs , pour'reodo- 
naître si la fonction est susceptible d'un maximum ou. d'un luinimaia: si 

•4^ était infÎQi , on tcNDoberait dans Iq cas de Fart. 87. 
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le second membre peut s'écrire ainsi : 

ax 
77====, X (4^ — 3a:); 

dans rhypothèse actuelle^ lefacteur^a — Sx étant nul j nousr 
aurAis donc, art. 107, 

*d*y ax v^d(4a — 3x) • Zax 

dx» v/4a«x» — flor^ dx |/4â*j?^^^^5âj? 

et par conséquent ^ en divisant l«s deux terméa de la fraction 

par Xi 

d*y 3a 

dx*~ V^4a'^_aax* 

mettant dans cette expression la valeur de x , qui est ^y 

on obtiendra 

ày 5a Za 

dx»~ 



lA^ \/^ • 



£lelté ^valeur étajnt négative ^ celle de x correspond à ua 
maximum* 

PROBLÈME VI. 

Fig. 17. 110. 6^/1 pozn/ C (Gg. • 1 7) étant donné dans l'angle YAX, 
mener par ce point une droite DE , qui rencontre les axes 
AX, AY, dételle manière que la longueur DE^ de cette, 
droite , soit un minimum. 

Soient AI = a, IC == ft, lE =s x; les triangles rectan-. 
glesIGE» ADE, nous donnent 

lE :ic :: ae: ad, 

ou 

x:b ::a + x: AD; 

donc 

AD=:|(a + *); 
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fax conséquent 

D'une autre part>, 

substituant ces valeurs, dans la formule 

DE = X/AD^-^AE^ 

M0Û6 tropvei^iis 

et, en réduisant au même dénomiaateur le premier facteur^ 
qui est sous le radical ,. 

£n regardant cette expression comme le produit du facteur 

, par le facteur V:^* + «*, noua différencierons par 

Part. i4 , et nous trouverons. 

«{Fectuant les difFétrenciâtiOTS ^ nous aurons 



DE 



j._ (<'-t-^> J^-g . ., ad* 
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Induisant an même âéiiprainat^ur» en multipliant Us deux 
termes de la première fraction par x, et les.deux tsriDéâ de k 

«tconde par ^/ô^-^ro:*, nous obtiendrons 
(a + x) x^'dx . b^ + x^ 
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réunissant et réduisant les termes du numérateur , et dlnsant 
par dx, il nous viendra en&n 

d^ x^ — > ab^ 

djT ~ a:* [/b*~+~^' 
égalant le iRimérateur à zéro^ noua trouverons 

« 

Pour prouver qae cette valeur répond à un minimum dana 
cette hypothèse, nous mettrons.- seulement , art. 107, à la 
place du numérateur^ qui iE^tlefacteiM:.nvl«^¥on coeSicieiit 
différentiel^ et nous aurons ainsi * 

valeur essentielle^ient po»itiye. On ne fait pas la substitution 

de la valeur de x ^ car on voit qu'un carré a^ est toujours 

positif, ^ 

PROB.LÉMS VII. 

111. Trouver le plus grand triangle rectangle qu'on pidsse 
construire sur une droite donnée, 
j:^. ig. Soient a cette droite , AB, fig. 18 , x Yun dee côtés da 

triangle, l'autre sera V^i^-^x^ ; donc la surface du triangl* 
4 pour expression 

-/a» — x» : 
a. 

ainsi l'équation du problème sera /art. io3, . p 

y =0: V/û* — ^\ ou plutôt j^ = V/a'a;*-r«^i, 

^'où l'on déduira 

ày ^^ fl'jç— ay^ 

dx ^a*x*— X** 

Cette valeur étant égalée à zéro ^ donne 

a*x — ax^ = o, ou X (a* — 2X^) = o ;. 
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équation de laquelle on tire 

x= o , ou ar* r= a*. 

X ne pouvant être nul , nous le déterminerons par la seconde 
équation *, elle nous apprepd que les deux côtés AC, BC sont 
égaux. 

En différenciant le facteur a* — ax" , on trouve, art. 107, 



a. 



X 



d (g^ — ax») 4£ 



Ce résultat étant négatif, Thypothèse de a* — aoç* ^=z o 
détermine , pour a; , une valeur qui correspond à un 
maximum. 

Jpe la signification géométrique des coejfficiens 

différentiels. 

ÏI2. On a vu, art. 71, que -f2- représentait la tangente trî- 

gonométrique de-lançle que fait, avec Taxe des abscisses, 
«ne tangente menée au point dont les coordonnées sont x 
et y ; comme cVst le fondement de ce qui va suivre , on peut • 
démontrer à priori cette proposition de la manière suivant^; 
soient , fig, 4, PM =;= j^, PP' =^ ^ ; en menant la parallèle Fig, 4, 
M<J à Taxe des. abscisses, op ^ donc 

M'P'=f(j; + A), 
Or * 

mq:m'q::. :tangs = ^; 

et en mettant pour l^si. expressions M'Q, MQ, leurs va-^ 
l;eurs, on aura* * ' 

dy , , dV A» , 
%.ç S;=-±— ^|:i:l.^=^+^ _ + etc. 
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Passant à la limite > h est nul^ et tangente S se cbange eit 
tangente T. 
Donc alora 

Cela posi , si PM devient un maximum g la tangente TM^, 
Fîg. 19- iSg. 19 , étant alors parallèKà Taxe des abscisses ,.,elle fait un 
angle nul avec cet axe ; et comme on vient de voir que la tan- 
gente trigonométrique de Tangle f^rmé par la tangente avec^ 

l'axe des x était représentée par -*- , on a donc > dans ce cas ^ 

QX 

*, On démontrerait de même que si PM étwt un minimum ,v 

la tangente trigonométrique devenait aussi nulle dans ce cas». 

on devrait avoir J- = o. 

QX 

Ainsi, cette équation -^ = o nexprime autre chose que 

la condition du parallélisme de la tangente ea M à l*axe 

4es abscisses. 

ii3. Examinons maintenant dans, quelle circonst^anoet 

d"y , 

-r^ est positif ou négatif. 

Pour cet effet, considérons d*abord le eas où la courbe, 
Fig. ao. fig* 20 > tourne sa convexité vers Taxe des abscisses. 

Soient AP, x-, PM*, y; PP' = P'P*' == A; et par les- 
points M et M', menons la sécante MM'S,, et les droites^ 
MN, M'N', parallèles à Taxe des abscisses , nous aurons^ 

M'O = M'P' — MP r=/(a:-f fc) — /x, 

c^est-à-dire 

; ]JÏ'()j:^^ft4.Ç^^4.etc*. 

• ^op ^ dx» i.? ^ 
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Or , la simiUtude des triangles MM'O , MSN , nom 

(donne 

MO : MN :: MO : SN, 

ou * 

^ :afc :2M'0:SN; 

donc , 

SN = aM'O ; 

et^ en substituant pour M'O sa valeur^ on a 

dx ' dx* i.a 
D'une autre part, 

M'P^iir/tx + aA); 
si on en retranche 

on aura 

M"N =/(x + 3*)~jr = g aA + ^ i^ + ctc; 

«ôtant de cette yaleur de M''N, celle de SN, il restera; 

fig. aO; Fig. 10, 

M'S = ^ft*4-etc..,..(50. 

Dans le cas où la courbe , fig. ai , tourne sa c(mca?ité Fig. ai. 
vers Taxe des abscisses , pour avoir M*S il faudra , au con- 
traire , retrancbeç de la valeur df^SN çellç de M"N ^ ce qui 
donnera 

M'S œ r- ^ A» + etc. * . , . (5a). 

En comparant ces deux valeurs (01) et (Sa) de M^S, on 

voit que , dans Tune , -j^ esffhrécédé du signe +, et daps 

Vautre^ du signe.—. 

Cela posé ^ on peut faire en sorte que le signe du premier 
tjei:me du déyeloppeyieait de M!S décide de ce^i de tout ce . . 
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déyeloppement ; et comme l'e carré h^ , qui est essentielle- 

ment positif , nç peut infltter. sur le signe de-r^^*, le coef- 

* lia; 

d*y 
Scient difierentiel -r^ décidera seul du »igne de U somme de 

tous les termes de la y^^euF de M'^S.. 

En ne considérant donc les équations (5i) et (Ba) que 

relativement aux signes qui affectent chaque membre, on 

dV 
pourra suppiimeF, A* et tes termes qui suivent -7*^- , et cea^ 

équations deviendront 
d'où nous tirerons 

fig. ao. Si l'on regardej^ comme une quantité positive, M"& (fig. ac) . 
tombant du même côté qne^ , sera positif; la première des . 

équations (53) nous apprend donc que, lorsque la courbe 

d V 
tourne (fig. ao) sa . convexité • vers Paxe des abscisses , -gp^. 

est positif. 

Si Ton considère ensuite là seconde dès équations (53) et Ja 
fig. ai qui s'y rapporte , on verra que— ]Vl"S représente une 

droite qui est d'un signe contraire à celui de ;y , et que, par 

d*v 
g. 21. conséquent, -3^ est négatif dans le cas de la fig. ai , c'est- 
à-dire lorsque la courl)e tŒirne sa concavité vers l'axe, des 
abscisses. 

• 114. La courbe jusqu'à présent a étésupposéè située au- 
dessus de l'axé des abscisses ; examinons ce qu'il arrive lors- 
Fig. 63. qu!elle s'étend au-dessou&, covixQe dans la fig. 67, Ilestï 
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certain, par ce qui précède, que puisque la coiirbe tourne en M, 

d'y 
sa convexité vers l'axe des ^scisiies , -p^ > ®t par conséquent 

MN . est positif. Or, le» droites MN et M'N' , qui sont • 
situées, du même côté de la tangente T'T, doivent avoir le 
même -signe ; et comme MN est positif, M'^^ doit l'être 
aussi; d'où il suit qu'au point M'^ où la courbe tourne sa 

d*y 
concavité vers Taxe des abscisses , -~^ sera d'un signe con- 
traire à beini de l'ordonnée FM^, quf est* négative; la 
courbe tournerait, au contraire, sa convexité, si y et -|2L 

étaient de même signe.. De sorte qu'on peut dire , en gêné'* 

d*v 
rai, que de quelque côté que tombe la courbe, -5^ est du 

même signe que y lorsque la courbe tourne sa convexité 
vers l'axe des abscisses , et prend un signe contraire lorsque 
la courbe tourne sa concavité vers le même axe. * 

La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers l'axe 
des -abscisses , suivant que l'ordonnée est parvenue à son 

... ^ . ^^y 

mmimum ou a son maximum , on voit pourquoi -j-i est • 
positif dans le premier cas , et négatif dans le second. 

1 15. On dit encore qu'il peut y avoir un maximum ou un Fig. aa^ 

minimum lorsque ^ == 00. Pour expliquer ce que celte 

condition signifie, soitj^=/r l'équation d'une courbe MN, 
fig. 2a ; il est certain que si l'on donne à x une valeur AP , ' 
cette équation déterminera l'ordonnée PM.. 

Si l'on résout ensuite l'équation par rapport à y, et qu'on 
en tire x=±(py'^ lorsqu'on fera j == AP' ( valeur précédente 
de^), l'équation donnera x= P'M. Dans ce dernier cas, 
y sera considéré comme l'abscisse, et a: comme L'ordonnée, 
«t Ton construira la même courbe, pourvu qu'on porte le< 
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abscUâei y stir Taxe AT , et qae Tautre axé abit regardé 
comme celui des ordonnées. 

Dans cette h3rpotbè9e , on peut donc chercher le maximum 
•ou le minimum de la fonction x de y. Pour cet effet , dé 

âx 

Téqualion proposée on tirera -r- = M , et Ton supposera 

M = o *, cela posé , Inéquation -g- = M nous donnant .... 

^ = -^ , on voit que lorsque M = o , -j2- = oo ; ainsi , 

la condition nécessaire pour qu*il y ait un maximum oïl 
un minimum dans le sens des abscisses , est qu'on piiisse avoir 

âz = oô. 

ûx 

n6. Par exemple ) si Ton prenait Féquation 

^* = ÛX — ft , 

on en tirerait -,*^ == — . Cette valeur égalée à zéro donne- 

dx ay ° 

raît jr = 00 ; donc la courbe ne peut avoir un maximum 
dans le sens des ordonnées qu à une distance infinie de Taxe 
des X. Examinons, maintenant si elle a. une limite dans le 
sens des abscisses ( par limite on dénomme , en général , le . 
maximum et le minimum) -^ pour cela^ il faut supposer in- 
finie la valeur de -=^2^ , ce cmi nous donne -î— =00 , condi- 

Qx ^ s^y ' 

tion remplie lorsqu'on faitjf =0; dans .cette hypothèse, la 

valeur de ^-7 se réduit à - , résultat positif. On voit donc 

que la valeur de j' == o correspond à un minimum de x. Nous 
déterminerons ce minimum en faisant j = o dans Téquation 
proposée, ce qui la réduira kax — i = o, d'où nous tire- 

L 

rons jc = - pour le minimum cherché : ce minimum est re- 
Fig. a3. patenté par AM dans la £g. a3. 
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1 ] 7. En terminant cette matière , nous remarquerons que 

l'équation -^ = oo noua indique que la tangente MT^ 

fig. ù!5, est celle d'un angle droite èt^ par conséquent^ est 
perpendiculaire à l'axe des x, 

Considérathns généhiles sur les peints singuliers 

des courbes. 

118. Le calcul difFérentiel peut être d'ube grande ut3itj( 
pour trouTer la forme d'une courbe dont l'équation est 
donnée. La théorie des maxima et minima nous offre déjà 
les moyens de détermiàer les limites dans le sens des abscisse» 
«t dans celui des ordonnées ; mais cela ne suffirait pas pour 
nous faire reconnaitre la forme de la courbe. Par exemple, 

les courb«s^ ^es figurçs 68, 6g et 70 , qui ont les mêmes Fig. G8* 
limites OC et OD, dans le sens des ordonnée^^ et OA et OB 
dans celui des abscisses , ne se ressemblent pas. Ce qui dis- 
tingue la courbe fig. 68 de la courbe fig. 69 3 c'est que , dans Fig. 6g« 
cette dernière , il n'y a qu'un point d'inflexion ; on appelle 
ainsi un point où la courbe de concave devient convrxe , ou 
de convexe devient concave» Dans' la fig. 68 Ay a deux points 
d'inflexion l'un en E , l'autre en G , et un point de rebrousse- 
ment en C , c'est-à-dire un point où la courbe suspend tout 
d'un coup son Cours. 

1 19. £n général, les points où la courbe éprouve des chan- 
gemens, s'appellent des points •singuliers ; on sent que si l'on 
a les moyens de reconnaître les endtoits où ces points exis- 
tent, il sera facile de suivre la courbe dans son cours. Par 
exemple, si l'on savait que la courbe fig. 70 a des points Fig. 70. 
d'inflexion en E et en it, et des points de rebroussement 

en F et en G , on pourrait prendre une idée de cette courbe 
par l'analyse suivante : 

£n partant du point A , qui est uue limite dans le sens 
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des abscisses y la courbe tourne d*abord sa concavité veri 
Taxe des absciases jusqu en^ £ , où il existe un point d'in- 
flexion qui , de concave, la fait devenir convexe. A Textré-^ 
mité de la partie convexe £F, elle suspend son cours au point 
de rebroussement F , au-delà duquel elle est encore convexe 
dans la partie FH, pour redevenir concave au-delà du point 
d'inflexion H et arriver ainsi jusqu'au point C , qui est une 
limite dans le sens des ordonnées ; enfin de G en G et de 
A en G, la courbe^ est composée de deux arcs CBG^ ADG, 
qui, tournant leurs concavités à VaXè des abscisses ^ se 
réunissent en un point de rebroussement , et passent par les 
deux limites B et D , l'une dans le sens des abscisses et 
l'autre dans celui des ordonnées. 

120. D'après de qui précède, on sent coinbien il serait 
avantageux de pouvoir, à l'aide de l'équation d'une courbe ,. 
déterminer les coordonnées des points singuliers ; nous avons 
déjà fait connaître les moyens de trouver les maxima et 
les minîma; il nous reste à nous occuper de la recherche 
des autres points singuliers : c'est ce qui va faire le sujet de« 
paragraphes suivans. 

Des points cTinflexion. 

lai. Nous venons de voir qu'un point d'inflexion est celui 
dans lequel la courbe , de convexe devient concave ou de 
fig. 7t. concave devient convexe. La courbe M'I^M", fig. 71 , nous 
offre en M un point de ce genre. Menons en ce point une 
tangente TT' ; si nous considérons les diverses ordonnées 
comprises entre M'P' et MP , nous verrons que le prolon- 
gement M'N' de l'ordonnée jusqu'à la courbe, ira en dimi- 
nuant, et s'anéantira au point M; si nous considérons les 
ordonnées suivantes , le prolongement MW de l'ordonnée 
tombera au-dessous de la tangente, et par conséquent chan- 
gera de signe, de «orte que si M'N' était positif, M^IN" sera 
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ta^àtif. Telle est la condition que nous allons «primer 
par nne équation. ^ 

Soient donc, Eg. 71 , PP' L A = PP»- on a évidemment r 

M'N' = M'P' — N'F. 
. M'N'=/(a: + A)-.N'P'....(5^. 
Pour détenmner la yalenr analytique de N'P' nous avoua 

^'P' = J' + N'O . . . . (53>. 

N'O = BfD tang iV'MO ; 
or on a TU , art. 7, , ,„« l'a^je n^mq., formé par la tan- 
gente en M, avec une parallèle à l'axe àes x, avait ^ 
ï.onr tangente trigonométrique 5 par conséquent rempUç^ 

tang N'MO par ^, et mettant A à la place de MO, non. 
aurons 



aurons 

do:* 



Substituant cette yaleur dans réauatlon f^K^ * 

ensuite celle de N'P' dans f éaSX^ftif ^' "1'"*°' 
drona ^"^ * ^î^^^^^o» (54) , nous obtien- 

Sans avoir besoin de calculer de nouveau la valeur M^N' 
on peut la déduire de celle deM'N'; en effet, si nous faisl; 
rouler 1 ordonnée parallèlement à elle-même M'JV' I 
, Viendra M'N", lorsque h «e changera eu^k-X^lnt^: 
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à h Cette yakiar mn» l'équation (5€) » nous obtiendrons 

M-N* =/(aî-ft)_jf +^ A.... (57). 

Maintenant, remplaçons les expressions y (x+A)et/'(^*"^ï 
par leurs développemens , nous aurons 

et en réduisant^ ces équations deyiendront 

Cela posé y pour qu*il y ait inflexion en M , il faut nécessai« 

rement que , lorsqu'on donnera à h une valeur très petite , 

les lignes M'N'et M"N" tombent Tune ab-dessus et Tautre au- 

dessousdela droite TT', ce qui exige que M'N' et M "N" soient 

- de signes contraires ; ùc ^ cela n'est possible que Jorsque le 

d^v fc* 
premier terme -r^^ —, des séries (58) et (Bg) , est nul. En 

effet, si Ce tenrie^' était pas nul, on pourrait donner à h une 

valeur assez pelpe pour que le terme -r-^^ surpassât 

la somme algébrique -de tons les îaiift-es termies "de la série ; 
dans ce cas , le signe de ce terme serait celui du résultat de 
tpute la 'siHte'^ et pomme ce terme est le m^me dans les 
Fig. 7ï- deux séries, il en résulterait que M'N' et M"N" (fîg. 71) 
auraient nécessairement le même signe ; par conséquei* , 
pour que WW «t WN" puissent être de signes contraires ^ 
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il faut que Ton ait 

.|^6«=o. onplutôt g = o. 

122. S'il arrivait que la mêine valeur de x, qui fait léva- 
toouir -r^ , fît aussi évanouir -r^, il faudrait pour qu il pût 

y avoir un point d'inflexion ^ que pi'^fût aussi aul. Dans 

t:e cas, si -.--^ était aussi nul, il faudrait encore que ^--^ 

fût nul , et ainsi de suite -, de sorte que le dernier coefficient 

différentiel qui serait nul , devrait être d'ordre pair. 

1 25. Si la vâlenr x qui est là même dans les développe- 

d*y 
mens 58 et Bg , était telle que -r^ fût infini , ces deux déve- 

loppemens le seraient aussi ; et alors on ne pourrait rien con- 
clure de !à démonstration précédente qui repose sur la pos- 
sibilité de ces développemens ; dans ce cae , il faut remarquer 

ijue la condition -r^ = o , nous indique , en général , que 
•—^ doit cïianget de signe au point d'inflexion, ce qui s'ac- 
corde avec l'art. 1 155^ mais ^^ peut aussi changer de signe 
en passant par l'infiuK Potir en donner na exemple, soit 

ûy _ &^ 

Sî l'on substitue successivement à x les valeurs 

x = a-*-/i, on trouvera j^. = — -r-i 

d»y 

x:^a, d^^^' 

x = a + h, d^ = + T 



\ 
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«t Ton volt que c*est le dénominateur de la valeur de -r--^ ^ 

qui fait changer de signe au Coefficient différentiel après le 
point d'hiflexipn. 

124* ^ résulte de ce qui précède, que pour qu*îl pubsé 
y avoir un point d'inflexion dans une courbe ., il faut qu'on 
ait, pour Tabsoisse de ce point , 

d*y d*y 

Lorsqu'on se sera assuré que l'une de ces conditions est 
remplie , on augmentera et Ton diminuera successivement 
d'une quantité très petite h, Tabscisse du point qui remplit 

d*y 
la condition prescrite ; et si ^- , pour ces nouvelles va- 
leurs de X, est aifecté de signes contraires, il faudra 
en conclure qu*il y a un point d* inflexion; car, lorsque 

^^ est positif, laicourbe tourne sa convexité vers Taxe des 

d*y 
abscisses, tandis que lorsque ^- est négatif, la courbe tourner 

sa concavité vers le même axe ; or , c'est par ce changement 
de convexe eii concave, où de concave en convexe, que la 
courbe manifeste son point d'inflexion; ^ 

ia5. Pour donner une application de cette théorie > cher- 
chons s'il y a tm point d'inflexion dans la courbe qui a 
pour équation 

jr = i -|- û(a: — a)'... (So). 

La différenciation nous donlie 

* 

Pour quHl puisse y avoir un point d'inflexion ^ il faut donc 
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^I}" eSQète une Yale«r de a>^ qui rende nulle terme -7^- 

«r, X étant use quantité >vsa»îabie, déte niiinon»rune de ses va- 
leurs parla condition, qu'on ait 1 a (x— a)=o, et nous obtien* 
dron» os;=sza pourr^^sçis^ey qujpeut ^)pArtenitàaA poiutdrin- 
Qexion. Pour nous assurer derexistence de ce point, diminuons 
l'abscisse a d'une petite quantité h , et substituons û— Aà Xj 
nous trouverons. qaQ,poiy le poipt M' (fig. 73) , dpnt Tab- Fig, 7*, 

_ dV 

scisse est c — - A, os a 3^= — ifl& ; substituons ensuifea-{-^ 

dip*' 

a x; et nous trouverons que -le point M^, dont l'abscisse est 

d*v 
et + ft , correspiond à ji;=^ laA. Ces, deux valeurs de diffé- 

d*y 
ïensjsigixes d^g^, noij? içjontrent qu'jl y. a m point-d^iu-^ 

flçjxion en M. - 

L'h jpotièâe de x= a fait évanouir -2- , par conséquent 

la tangente au point d'inftexi on est parallèle à l'axe des. x. 
laff. Il est à remarquer qu'on n'a pas toujours la faculté 

d*égaler ainsi 'à zéro la valeur de j^ ; si l'on voulait, par 

• * 

exemple, cherclier s'il existe des poijits d'ioBç^io^ d^Ad la^ 
Couçbe qui ^ pour équation 

on trouverait, par la difFérenciation , 

' d*v 

Or, ott voit qi^'onise peut égaler à zéro la valeur de ,:p^": 

qui ne renferme aucune indéterminée , et que par conséquent 
la courbe ne peut avoir un point d'înflçxipn , résultat auquel 
OR devait s'attendrp, puisque la courbe est une parabole. La 
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yàleur de —^ nous montre (>eulemeat que cette parabolei 

tourne coyQtinuelletnept aa. ^ooTexité yers Taxe des abn 
fici&ses. 

' 127. Pour troisième application , prenons Téqaation 

en la résolvant par Rapport 4j^, et en différenciant ensuite ^ 
on obtient 

Si Ton cherchait à déterminer « par Téquation. . . . .• 
|.f -^5 — =^0, ^u plutôt -5— =0,' 6n ne pourrait satisfaire 

^ cette équation qu'en faisant x.= 00 ^ ce qui ne condui- 
rait à rien; mais comme nous avons la faculté d^égaler 

d*v ^ ,. . 

4ussi la valeur de -r*^- à Finfini, nous satisferons à Féqua- 

tion-ï— ^,0Q, en fais«intx;;=;o: cette valeur de x nom^ 

V/x 

appreud qu il peut y avoir un point d'infiexion à l'origine; 

et , pour nous assurer de l'existence de ce point , nous sub-*. 

stituerons successivement à M l^es. valeurs a: = o + fc et 

a::=z o -^ ft , c'est-à-dire A et— A , et'nous verrons si, dans 

d*y ' ■'. ' 

ces deux cas, -j— amène des résultats de signes contraires. 

Mais au lieu de faille ces opérations Tune après l'autre , nous 
pourrons les exécuter à la fois , en substituant à a; la valeur 
:i=.hy et alors le coei&cieiit âifféientisl du second oindre, 
deviendra 

■ i yh 
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Z<a valeur supérieure se rapporte à une abscisse plus grande 
que celle du point d*iiiQexion» et la valeur inférieure sa 
rapporte à une abscisse moindre. Comme ces deux valeurs 
sont de signes contraires , nous pouvons ■ en cçnclure que 
07= o correspond à un point d'inflexion A (fig. 73). Fig. 7?. 

ia8. Pour dernière application, prenons la courbe qui à 
pour équation 

€ette équation nous donne > 

«y-^-^ • d^--*^' dx- — *•^^/i• 

en faisant x r= o^ on a ^^ = 00 1 ce qui est un indice qu'il 

peut se rencontrer nn point d'înfle^tion à Torigine. Pour 
savoir si ce point existe, faisons d*abord j; = A , et substi-* 

d'y 

tuons cette yaleur dans celle de -7^, qui devient 

Si l'on fait ensuite x= — ft, la valeur de gJ^ devient 

imaginaire, ainsi que la valeur àey, ce qui nous apprend 
que la courbe n'existe pas potir des abscisses négatives ; ainsi, 

d*v . . ; , . 
quoique -r*t soit infini à l'origine , il n'y a pas de point d'in- 
flexion. Bientôt il nous sera facile de reconn^lje que l'ori- 
gine A (fig. 74) appartient à une classe de points que l'on Fig. 74. 
a compris sous Je iiom<le points de rebroussement ; c'est ce 
qiie nous allons examiner plus particulièrement dans le pa-< 
ragraphe suivant. 

Des points de rebraussement. 

i»^i Lorsqu'une courbe s'arrête dans son cours, et re-» 
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vient sur ses pas , on a un point derebroussement^ le rebron»-* 
sèment est de la première espèce lorsque les deux brancbea 
Fig. 74. se tournent leurs conyexrtés, comme dans la &g. 74 > et le re- 
broussement est de la seconde espèce , lorsque les conca^vitéii 
sont concentriques, comme dans la fig. 76. 

i3o. La couAe s^arrête ainsi , parce qu'âu-dielà du point 
C de rebroussement, les valeurs que l'on donne àFabsciss* 
en déterminent d'imaginaires pour l'ordonnée , ce qui sup- 

d*v • V-. 

pose que ^^ renferme un radical -, et sr, avant que rat 

courbe suspwide son cours , -r^ donne deux valeurs , l'un© 

du signe de y et l'autre d'un signe contraire , cela annonce 
F»g-- 74- qu'il y a deux branches de courbe réunies au point C (fig. 74) > 
Vun^ convexe vers, l'axé des abscisses , et l'autre concave» 
A ces caractères on peut reconnaître un point de rebrousr 
sèment de la première espèce ; si , au contraire , les deux: 

valeurs de -j^- sont de même signe , les deux branches qui 

Fig. 75. se réunissent en C (fig. 76) , ne peuvent être que concen- 
triques : par conséquent le rebroussement sera, dans ce. 
cas , de la seconde espèce. 

1 3 1 . Pour premier exemple , examinons s'il y a des points. 
4e rebroussement dans la courbe qui à pour équation 

Cette équgjion donne 

On voit que brsqu'on prend x négatif, y devient imagi- 
gînaîre ; donc la courbe s'arrête à l'origine , ou x = et 
y = o; mais cela ne prouve pas encore qu'il y ait àTori-. 
gine un point de rebroussement, car il pourrait n'exister ea 
ce ppint qu'un arc de courbe, toujours concave du même côté, 
^msi que celât a lieu au sommet die l'hyperbole ; ainsi , pomr« 
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reconnaître si la valeur de x=o correspond à un point de 
rebrouasement , il faut savoir ce que devient, près de Vorî- 
gine, le coefficient difFérentliel du second ordre; or, endif^ 
férendant et en divisant par âx i*éqnation 

pn trouva ^ 

| = ^±l^* (6^)ï , 

Pour savoir si la courbe est concave qu convexe , près du 

point où elle suspend son cours , on augmentera l'abscisse de 

ce point d'une petite quantité A , en faisant a: = o + A, 

c'est-à-dire A, et en substituant cette valeur dans celle de 

d«y 

T^7 } on trop ver^ 

-^ = -^- 5 i A* l/S 
dx* val V «• 

Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux 
branches ; l'une, AM (fig. 76), qui tourne sa convexité vers Fîg. ^Ô, 
l'arc des abscisses , et l'autre , AN , qui tourne sa concavité 
vers le même axe , par conséquent l'origine est un point 
de rçbroussement de la prepière espèce. 

i32. Pour second exemple, prenons l'équation 

(y^by = (^x — ayi 
cette équation nous donne 

j' = A i: V/P^^,... (G3). 

Si Ton fait 07 = 0, on trouve ^^1=: b ; maïs s^i Ton donne 
à X des valeurs moindres que a, celles de ^ deviejRnen^ ^ 
imaginaires ; car en mettant a — A à la place de a: , on trouve 

y=b±^'zjs^b±h[r:ih^ 
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râleur imaginaire ; la courbe suspend donc son cours au: 
Fig- 74- point C (fig. 74) » dont les coordonnées sont a et b. 

Pour connaître de quelle manière s'étendent ses branches 
au-delà du point C , substituons ^x\si valeur a -f* A, dana 

celle de -r*^ ; nous obtiendrons 
dor* 



d*v 
Le signe supérieur de -r^^ nous indique une brancbe CM ^ 

qui tourne sa convexité vers Taxe des ::p, et le signe inférieur 
nous indienne une branche CN, qui tourne sa concavité vers le 
même axe : donc il j a au point C un point de r^brousse- 
ment de la première espèce. 

i33. Pour troisième exemple, prenons la couïbe dont 
l'équation est 

y = ax* rh Jx' V^x. 

Si Ton fait xt=zo^ on trouve y=2 0} mais pour x négatif 
y est imaginaire ; donc la courbe suspend son cours à l'ori- 



Q V 

gîfae ; examinons ce que devient alors -r^T-, Pour cet effet, ea 



d» 

d ^ 

écrivant l'équation de la courbe delà manière suivante, 

nous obtiendrons 

dy ^ ' 

g.= 2ax±^bx\ ' 

.donnant à iç une valeur positive très petite , représentée par 
4, la partie | . ^ . i \/h de la valeur de -^- sera moindre 

que la partie aa, par conséquent les deux valeurs de g-,»/ 
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ioxmées par Téquation 

seront positives ; d'où il suit qu'à l'origine, il y aura deux 
branches qui toprneront leurs concavités vers l'axe des x. 
Il existe donc , à l'origiDe > un point de rebrouasement de I4 
seconde espèce. 

i34» I^Gs points de rébroussement appartiennent à une 
plasâe de points compris sous, 1«, dénomination de poinU 
multiples. 

Des points multiples. 

• i36. On appelle points mitlltiples les points où plusieurs 
branches de courbe se réunissent. Un point itiukiple est 
double ]orsquil est à rinter^ecfîoii de deux branches , il est 
triple lorsqu'il est à l'intersection de trois branches ; ainsi 
de suite. ! * 

i5G. Soit A (fig. 77) un point double, fonov par les Fig. 
deux branches.de conrbf AB,,AC,«)lx^Blles^on a mené 

les tangentes^- AT et AT'.. Si nous représentons par 

F(j:,j')==b l'équation de la courbe, délivrée <ïe radicaux, 
la différentielle de cette équation, mise sous cette 'forme, 
Pdx + Qdj/== 0, ne renfermera aucun radical , parce que la 
différenciation d'une fonction ratipnz^elle n'e^intrQdf itpoiat 
dans cette fonction *, d'où il f ujt |(jue P et Q seroxit des qu^n- 
titps ratjonnellçjS. . , , 

Cela posé , l'équation précédente nous donne ' 



7 \ 






devant avoir deux valeurs, différentes , puisqu'il y a deux 



^alngentes ^îl Ça^^dra gue tj sedétermiue de maifiièrç quecçtte 



4J- 
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p 

condition soît remplie; or , elle le serait , si jr renfermait u^ 

radical; mais c*est une chose impossible^ puisque nous 
ayons vu que ^ était sationnei; dans ceofts^ il fisLut que- 

l'Algèbre nous conduise à un résultat qui évite cette cpn-^ 

P 
Iradiction», et c*est ce qui. a lieu lorsque ^.se présente sous. 

la forme - » car nous savons que - e.st le sjrn^bole d'une- 

quantité indéterminée ^ et par conséquent susceptible de 
plusieurs valeurs. 

i5j. Voici de quelle manière ce théorème se démontre. 
Suppeson» ponrnm instant que « et * représentent» les deux^ 
valeurs de la tangente trigonométriquede larcourhe^ au point 
miltiple, ces valeurs devront satisfaire, à l'équation . 

tt donneront 

P+Qnzao,, P + Q«':=30. 

Ces deux dernières, équations étajat retranchées IHme de 
l'autre^, on obtient 

Q(^— = 0;: 

or, le facteur # — «^ étant composé de deux quantités illé- 
gales, ne peut être nul; d'où il suit qu'on a Q=o, ce qui- 
réduit l'équation P + Q«=o à P=o. Au moyen de ces. 

valeurs de P et de Q ^ l'éçi^on ÎP -f. Q ^ =ô, ou plutôt 

:f- = — 7:. devient 
djc Q 

•i . j. — •. ^- ^ ^^ __ 

dx o' 

• • "^ , ■ • 

,l38« Si aa U<îa de deux braxtches reaoici ea un point , nous en avon»^ 
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«iQ plus grand nombre , il suffit dVn considérer tenletoent deux , pour 

prouver qu'an point de rencontre de lontei ces branches » j~ = " • <>■ 

ne peut parvenir anssi facilement à la même conclusion , lorsque pin- 
sieurs branches de conrbe n'ont qn'une tangente commune j néaimioins, 

dans ce cas même , on pent encore proarer ^e j- doit se présenter sons 

la forme - : mais comme la démonstration de ce théorème est fondée 
o' 

snr la considération des contacis des^coorbes , noas nous réserrons de 1« 

donner aft. ii'jo), lorsque nous aurons parlé des courbes oscula- 

trices. / 

i3^. On peut remarquer que la démonstration de Far-- 
ticle idj étant fondée sur ce que V équation primitive a été 
délivrée d^ Tadicaux, si Ton différenciait sans les avoir 
préliminairement fait disparaître^ il pourrait se faire qu'une 
équation qui comporte des points multiples , ne donnât 

pas ^^= = -. Par exemplci Téquation de l'art. i3i ;page 89, 

est dans ce cas ; elle a un point double à l'origine , et ce« 
pendant si Ton fait cç:=o, Téquation (6a) se réduit à 

i^o. Eniin, nous ajouterons que, quoique Téquation 

3*2- =- ait lieu pour un point multiple, il ne s'ensuit pas 

qu elle ne puisse subsister que pour un point de ce genre ; 
car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette 
propriété leur soit exclusive. Ainsi , tout ce que l'on ^n 

doit conclure , c'est que la réduction de -5^ à - , indique 

dx o ^ 

seulement qu'il peut y avoir un point multiple, 

141 • Ce qui précède suffit pour nous indiquer le mojrende 

reconnaître s'il peut exister des points multiples dans une 

cpurbe déterminée par une équation. Pour cet effet , soit tJ 

luette équation, on en déduira^ pour la différenciation^ 
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Pdr + Qdy = o , et Von, verra si lei mêmes yaleurs de 4? 
et de y satisfont à la fois à la proposée et aux équations 
P=o, Q = o; si cela est, ce sera un indice que ces valeurs 
de X et de y peuvent appartenir à un point multiple , et 
alors , en discutant la courbe aux environs de ce point ^ oii 
ireconnaîtra s'il est mùlfiple. 

Des points conjugués i 

i4û. Considérons une dourbe qui soit telle que « dans IsL 
partie où ses coordonnées sont imaginaires ^ il existe seule-» 
iuent deux coordonnées réelles ; ces coordonnées construi-» 
iront un point qui sera entièrement détaché de 1» courbe , et 
auquel on a donné le nom de point isolé ou appoint cortr» 
jugué. 

Représentons maintenant par y^rfx TéquaHo^n d'une 
courbe qui a un point cor^jugué» Si iz et & sont les coordon-> 
nées de ce point, il faudra qu*au moins, dans ses environs , 
les coordonnées soient imaginaires, autrement H ne serait 
pas isolé; par conséquent, si nous supposons que Tàbscissô 
a s'augmente d'une petite quantité h , l'ordonnée correspon- 
dante , représentée par (a + ft), devra être imaginaire ; or^ 
la sévie de Taff lof nous donne , ea génénil^ 

Faisant X"=^ay ilfandya que l'ordonnée correspondante soit 
h'^ pjHT' conséquent nous ckangeron» y ea b; et, appelant 

Vd y' vH^)* (h^)' ^^'* ^* *ï"* dtviénnaït les coeffi« 
ciens diflférentiels- dftns cette hypothèse , nous aurons 

Qr, pour que/(a + A) soit une quantité imaginaire , il faut 
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au moins que Tune des eipressîoîisfj^Y ( T^l» vd^y' ^*^'* 

«oit imaginaire -, c'est-à-dire que l'hypothèse de x=a+fc 
rende imaginaire l'un d^es coelHdens différentiels ; si cette 
condition est remplie^ Ja courbe pourra avoir un poiat 
conjugué. 

Par exemple^ si l'on a réquatîoû 

en la différenciait y on trouvera • 

Cette valeur devetiant imaginaire, lorsqu'on fait ds=r— i, 
et par cons^quentj'rrro , il est à présumer que le point A 
(fig 78) , dont les coordonnées sont x=- — 6 et^ = o, est Fîg. 78^ 
un point conjugué; nous reconnaîtrons ensuite si ce point est 
réellement conjugué , en augmentant et en diminuant suo^ 
cessivement Fabscisse — b , d'une quantité plus petite que 
by et nous trouverons que, dans les deux cas , y devient 
imaginaire , ce qui annonce que le point dont il est ques«« 
tion , est un point <5onîtigué. 

143. Les'points cxmjugués, comme les points nukiples, 

o 
manifestent leur existence en rendant - le coefficient diffé* 

o- 

rentiel -^i^; / 
dj: 

En effet , l'équation 

étant dilFérenciée et divisée paar dsc, nous donne 

d^.dydQ dP 
^dx»^dxdx^d«' 
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«t roû voit que le terme qui est aflFecté de t^* a Q pour 

eoei&cient; en difTéreuciant de nouveau , on trouvera que Q 

dV 
est encore le coefficient de -^^ , et ainsi de suite ; de sorte 

que lorsqu'on sera arrivé au coefficient de l'ordre n ^ noué 
aurons un résultat de la forme 

Cela posé ^ il y à au moins l'un dés coefficiens différentiels 
qui devient imaginaire pour une valeur de x , et qui par con« 
séquent contient un radical; représentant ce coefficient par 

•^T^ , il faudra donc que la fonction de x que représente 

cette expression y ait plus d'une valeur. Cela suffit pour que 
nous puissions Conclure, comme dans l'article i5f, que 

Qz=o, ce qui réduira l'éqwtion P + Q -^ = o , àP=:o; 

il suit de là qu'on doit avoir -f^ = -. 
^ do: G 

Des courbes oseulatriceSé 

i44- Soient jr = ^x ety=±Fx, les équations de deux 
tig- a^'pourbes qui se rencontrent (fig. 24) au point M, dont les 
coordonnées sont AP = x', PM =y\ on aura donc , pour 
ce point , 

px' = Fjc^ ; 

supposons que x' devienne ensuite x' -(- A , les équations 
précédentes donneront 

M'P'=:^(x'+A)=ç*'+^A+^f^+etc....(G6). 
M'T>'=. F(x'+A)=Fx'+^ft+^^+ etc.... (67). 
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Si tous les termes correspondans de ces développement 
•ont identiquement les mêmes , les courbes se confondront ; 
si Ton a seulement Tx'z=cpx\ les courbes « comme nous 
l'ayons vu « n'auront de commun que le point'M; si, outre 

^ / r dFj/ d^x' , - 

Foc = çx y on a -j-— = -^^7- , ces courbes se rapproche- 
ront davantage ; et encore plus , si , outre ces équations , on 

d*Fx' d*^a/ 
a encore -j-tt = -t-tt » '^^ ^^^^ ^^ suite 1 car il est évident 
ûx ux 

que la différence de M'F i M'P' sera d'autant moindre, 

qu'il y aura un plus grand nombre de termes égaux dans 

leurs développemens. 

Cela posé , soient a,b , c, etc. , les constantes de l'équa* 
\iony=zFx; on peut, sans changer la nature de la courbe , 
donner des valeurs arbitraires a ces constantes. Par exemple, 
si Ton a l'équation jf* = tilt +n^> qui est celle d'une 
ellipse , quelque valeur que l'on donne aux constantes m 
et rty cette équation ne cesse pas d'appartenir Â une ellipse, 
puisque l'équation conserve toujours la même forme (bien 
entendu qu'on ne fait varier m et n que de grandeur et non 
de signes , et qu'on ne les suppose pas nuls). D'après cette 
observation, on peut regarder comme arbitraires, les cons- 
tantes a, by c, etc. , qui entrent dans les équations 



/ 



— ^^* dx' ~"dF' 'd^ — H^'^^''^ 



et en prenant autant de ces équations qu'il y a de cons- 
tantes , on déterminera ces constantes par la condition que 
ces équations soient satisfaites. 

Par exemple, si l'équation y =Fx ne contient que trois 
constantes a,byCy on posera 

j?x_^x, -g^ — -gp-i l^~dj?^* 

7 



I 
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On tirera » de ces équations , les valeurs de a ^ de & et de 

d/ 
c > en fonction de a/, de^', de ^^ , etc. ; on les substituera 

dans l'équation jr =: Fx. Alors elle jouira de cette propriété 
que y lorsqu'on y mettra x' + h klsL place de x , Téqua- 
tion (67) , qu'on obtiendra à Taide de la formule de Tay- 
lor, aura les trois premiers termes de son second membre 
respectivement égaux aux trois premiers du second membre 
de réquation (66). 

Ce que nous disons d*nne équation qui ne renferme que 
trob constantes , peut s'appliquer à une qui en contiendrait 
un plus grand nombre. 

1 45. Prenons , pour exemple , le cas où Véquàtion jr = F jc 
représente celle d'une ligne droite ; cette équation y = Fo; 
iera donc remplacée parcelle-ci, 

^ =s ox 4" &••• (68). 

Les équations de condition , nécessaires pour l'élimination 
des constantes a et b, seront 

çx^crzax' + h -gp- = a-- (69) ; 

et comme ^x' représente l'ordonnée en M de la courbe dont 
l'équation est^ = ^jc, et que a:' correspond ky, nous pour- 
rons rev^placer f x^ P^y'> ^ ^^ équations 6g se changeront 
en 

éliminant a, on obtiendra 

Substituant la râleur Se by dohnée par cette équation , 
et celle^ a, dans l'équation (68) de la ligne droite, celle-ci 
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&?iendra 

On «econnatt dans OHtè éq^^tion, eelle d'une tangente 
MT (Eg. 5) au point M , dont les coordonnées soDt ^ etj/ • pj- 5^ 
Nous Terrons bientôt pourquoi cette droite MT est tangente 
en M. 

146. Reprettotis la tbéoirie précédente, fetpout éviter les 
périphrases , convenons de dénommer les courbai par leur» 
équations. Nous avons vu, article i44> m^^ *^ ^^ fcouAes 
y = ^x et y = Fx avaient seulement uù point commun , eh 
représentant par jc^ et y\\es coordonnées de ce points on 
aurait l'équation de condition Fa:'=r^r'; mais qu en déter- 
minai^ deux constantes de Técroation jf = Fj: , par Jes con- 
ditions Fjf'sr^ji/, «t-r-7 = -T— /•> ^^ courbès commence- 
raient â se rapprocher. 

Représentons parj; =/j? ce ^ue devient ^;=J'4? HP^^ 
qu'on y a substitué les valeurs de ces deux constantes., 1^ 
courbe ^=/a; sera une psculatrice du premier ordre, à la 
courbe j=^x ; e^si ; toujours en vertu df s valeurs arbitraires 
qu'on peut donner aUx constantes , on élimine trois des coih 
etantes àeréqnatkm^ i:rFjp, te mofen deaéq&ations «uî- 
yantes , 

« 

et qu*on représente par ^x ce cnie devient Fx, après x:ette 
substitution , cette courbe y =. y x sera une osculatrice du 
deuxième ordre à ia courbe y =c ^, dont elle approchera 
encore plus , et ainsi de suite ; de soite que pour une oscu- 
latrice du n**^ ordre, nous aarons les équations 

_ , ,àVaf à^a^dfic dW d'Fj/ à'px' 



• • 
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i47- Noos allons démontrer que^ de deux osculatrièéf 
qu*on a obtenues ainsi , en faisant varier les constantes d'une 
même équation , celle de ces osculatrices qui est d'un ord»3 
inférieur j ne peut passer entre l'autre et la courbe à \afuelle 
on a mené ces osculatrices. 
Fig. a4. P*r exemple , «oit MB (fig. a4) > la courbe^ = f x, et MC 
son Oâculatrice jr = 4^x du second ordre ^ il s'agit de démon- 
trer que l'osculatrice ^a»^ du premier ordre, ne peut 
passer entr» les courbes MB et MC. 

Pour cet effet, en mettant x'-f-A à la place de x, dans 
ses équations , nous troaYei:ons 

la courbe ^s= 4 ^ ^^^^^ ^^^ osculatrice du second ordre 

ây 2c: f X , il faut qu'on ait 

» 

^ . , à'i'af à^af dS^x' d'ex' 

^a/^fjf, -~^^-^, .g_=^_^. 

D'une autre part, jr =^ étant une osculatrice du pre- 
mier ordre à^ =^x , on a encore 

^ ^*' dx' dx" 

«n vertu de ces équations ^ on a donc 

Çjfz=:z^j/= /xV 

dj>x' df^af d/y 

dx*~ dx^ ~W ' 
et seulement 

d^_dVf;x\ 

dx'» ~ dx'* * 
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faisons f pour simplifier , 

= 11^—*' 
les trois développemens pr^dens pourront s'écrire ainsi : 

FM' ou ^(j/+A)=K+V;i*+^ ^+ etc., 
PIM' ou 4<(x'^A)t=K+\A»4-^53+ etc., 

€t en observant que tous les termes , à partir de celui qui est 
affecté de h^, ont V pour facteur commun , nous pourrons 
supposer 

^_ + etc. = Mft'; 

et en faisant des réductions analogues dans les autres équa« 
tiens ^ on aura 

ç {x'+ ft) = K H- Vfc* + MV,. 
4.(0/+ /i) = K 4- Y*» + NA3, 

/(x^+ A) = K + i g' A.+ PA1. 



Les courbes ^=yi et ^==4'^ étant i^s osculatrices ; 

l'une du premier ordre et lautre du second ordre , V diffère 

d*fa:' 
nécessairement de { npr^. On ne peut donc faire que deux 

lypothèses sur V, savoir : 

V<îd^^ ^" .V>id^- 
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Si V est moindre que | ^^ , soit Z Fexcèa de \ ^j sur V, 
on aura 

si an contraire Y sulpasse \ -^ , la quantité Z sera né- 
gative. 

d*fc' 
En substituant cette valeur de ^--^i^;-, dans celle de.. . 

/(j/+ ft) , et en observant que h* est £adteur commun , nos 
trois développemens deviendront 

f (j/ + A) = K + (V + Mfc)ft*, 

/(a:'+A) = K+(V + Z + PA)K 

Or, en faisant h très petit , il est possible que la quantité Z 
indépendante de h soit plus grande que les expressions M& 
et NA qui tendent vers zéro. Alors, si Z est positif ,/(a:^+ A) 
surpasse f{jc'+h) et ^C-^'^"^)» dans ce cas, on a donc 

fig. ^. /(^'+ *) ^^ P'M"' (^5- ^4) plus grand que FM' etque FM", 
ce qui montre que la courbe jr =yj:, représentée par MM*^ 
ne peut passer entre les deux autres. 

Si , au contraire , Z est négatif, on a fW+ ^) ou FM*% 
moindre que FM' et que FM*'. La courbe MM*' étant alors 
celle qui s'approche le plus de Taxe des x, ne pent être 
comprise entre les deux autres* 

Fig. 5 1 4^ . On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne droite 
(Gg. 5), qui, art. ]45, est une osculatrice du premier 
ordre, est tangente à la courbe; car il résulte de notre* 
théorie , qu'entre cette droite et la courbe, on ne peut faire^ 
p<'8 ?r aucune autre droite^ ce qui est la propriété de la 
ta igente. 
On dit que la tangente a un contact du premier ordre 
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nvec la œmbe. En général i use osoulalrice d'im ordre n 
a un contact du même ordre avec la courbe à laquelle elle 
est osculatrice ; ainsi ^ lorsqu'on sl, entre deux courbes ^ lea 
équations 

çx—hx^, "d:^— dZ' -"dT^^lx'» f 

ces courbes, ont entre elles un contact du second ordre ; ce 
contact sera du troisième ordre si, outre ces équations > oa^ 
a encore celle-cr : 

dW_*!Fx' 

et ainsi de suite. 

i4$' L*équation du cercle^, qm e9t 

renfermant trois constantes , nous pouvons déterminer le 
cercle qui a un contact du second ordre , avec une courbe 
MN (fig. â5), dont on a Téquatiofl. Pour œt eflEet, soient Fig aS. 
x^ ety les coordonnées du p(»nt M de la circonférence de 
ce cercle ; la valeur de y' ^era donnée par Téquation 

(y -^ ^y .+ (^— )' ^ V . . . . (73) . 

et devra remplacer Fj/ dans les équations du contact^ qui 
«ont 

, „ , âça/ dFar' d«^i^ dTo/ 
^^=^^' di^^'lT** T.'^ = l^' 

si nous adoptons en même temps x et y pour les coordonnéea 
de la courbe ^ = ^x, au point de contact, les équations 
précédentes deviendront 

■ dv' dV 
il faudra donc mettre ^ pour les quantités y , -^j , et -t>^;;» 



I 
1 
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lenrs yaleun tirées de l'équation (yS) , et de ses différen-^ 
tielles successives ^ qui sont 

Or y substituer dans les équations (74) les valeurs dey, -r^, 

dV 

T^ , doitnées par les équations (yS) , (76) et (7G), n'est autre 

chose qu'éliminer ces quantités entre les équations (7?) , 
(74) > (7^) ®^ (7Q ' ^^ ^^ revient à effacer les accens dans 
les équations (jS) , (76) et (76) , en observant d'ailleurs qnt 

quand 

yz=zy\ on a x=a:'; 

supprimant donc les accens , on trouvera 

(^ - /»)* + (* — •)• = r». . .(77) . 
(^"^^■^"^ *"• =°"--(78). 

De cette dernière équation on tire 
Mettant cette yaleur dans l'équation (78), on obtient 




X — «=: 



d^jf djc 



$....(81). 
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Si dans relation (77) on substitue ces yalem de y — « il 

et de X -— • j on aura 

(-^S)-.(-*-g)V_, 

/d*yY /d*^ Y ^ 

\da?/ V,dx»/ 

et» en ajoutant les numérateurs qui ont un &cteur oonuDun» 
on aura 

cette équation se réduit à 

(■+ë)* ^ 



(■ +^)L 



i5o. Le double signe est relatif à la position de y : si la 

dV 
courbe toijime sa concavité vers |'axe de x, alors -r~ sera 

négatif; et pour qu'alors y se détermine positivement, nous 
prendrons y avec le signe négatif > et nous écrirons 
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car la ocmrbe , tonmant sa oonca? ité ren ïnM des abicissef; 
-7^ tient la place d'nne quaAtité négative, qni, loraquella 

s 

sera substituée dans la valeur de y, la rendrai ptsiti^e. 

i5i. On a donné an cercle que mnrs venons de consi- 
dérer » le nom de cercle osculcUeur ^ et à sonj-^yon» celui 
de rayon de courbure; il ne â*agira donc, ponr obtenir le 
ittjon de courbure , que d'avoir l-équaticm de la oourbe » 
pour en déduire les coelEciens différentiels qu'on subetituera 
dans la formule 8a. 

Si la courbe devait tovmer s^convei^é-vers l'axe des x^ 
nous ferions précéder la valeur de y du signe positif. 

iSi. Oa écrit quelquefois ainsi la Talear de y : 

'' drd*jr 

Cette formule se déduit fiicilement ds Péquatîon (6a) ; car en rcduisani 
au même dénominateur les deux termes qui sont sous la parenthèse , et en 
obserrant que la puissance }, de dx*, est dz', on obtiendra 

^-s (<*x» + dr')* _ (djr«-hdr')' 

dxïlï ^^^^ 

djc* 

i53. Pour donner une application de la formule 83 , 
cherchons le rayon de- courbure de la parabole NAM 
Fig* 26. ^« ^Q» ^0°^ l'équation est j^= iny ; nous tioitverens 

, , dy flj; dMf a 



dx 9» ' djc* 



donc 



m us 



9& 
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et en ékyant les deux Eacteurs à la puissance f > cm a 

or y la normak à la parabole a/ant pour expression ..' 

(m* \i 

-^ 4- a:* J% on voit que le rayon de courbure de la para* 

hofe est égal au cube de la normale , divisé pat le carré 
du demi^paramèire, 

154. Le cercle oscnlateur peut servir k mesurer la cour- 
bure de la couiïie en un point M (fig. â5) ; car , si en ce 
point M on décrit, avec le rayon de courbure , un are 
ML très petite cet arc pourra être considéré comme l'arc 
même de la courbe, dont il s'écarte très peu j or ^. plus l'arc 
ML a de courbure , plus son rayon est petit ; d*où il résulta 
qpe par le décroissement du rayon de courbure , ou par son 
accroissement , on pourra connaître si la courbe augmenta 
ou diminue de courbure. 

Par exemple , en considérant l'équation (83) , qui donna 
le rayon de courbure de la parabole , on voit qu'au sommât 

de la courbe , où x = o , y ^= — ; mais que lorsque x s'ac- 

m 

croit successivement , y augmente , ce qui annonce que la 
courbure de la parabole va en diminuant , lorsqu'on ^'écarts 
du sommet. 

1 55. -j^ exprimant la tangente trigonométrique de l'ange 

que la tangente en M (fig. 27) fait avec l'axe des x , l'équa- pîg. ^^^ 
tion de la normale asf^ujétie à passer par un point dont lea 
coordonnées sont met fi, sera 
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Cette équation étant la même que Véquation (78) dan* 
laquelle m et fi sont le coordonnées du centre du cercle 
osculateur , on voit que le rayon de ce cercle est une nor- 
male à la courbe. 

i5S. Si maintenant y par tons les points d*une courbe 
V- ^- MM'M', etc. (fig. â8) , on mène des rayons de courbure 
. MO , M'O'y WO", etc. , on construira une suite de points 
O, (y, O'y etc.; ces points étant assujétis à une certaine 
loi y (^) cela suffit pour que nous puissions donner le nom 
de courbe i leur système ; mais nous ne prononcerons en- 
core rien sur la nature de cette nouvelle courbe qu'on ap- 
pelle la développée de la courbe MM'M'' • Celle-^ci , considérée 
relatiyement à la développée ^ est appelée la développante. 

1 57. Si Ton passe d*un point à l'autre de la développée , 
non - seulement x et y varient ^ mais encore «^ fi et y 
yarient en même temps; car « et ^3 étante en général^ les 
coordonnées du cercle osculateur, comme la développée est , 
formée par le système de ces centres , il en résulte que • 
et fi sont les coordonnées de la développée ; coordonnées 
^ui doivent varier d'un point de la courbe à l'autre. Il en est 
de même de y, qui est le rayon du cercle osculateur , et qui 
représente alors la distance d'un point quelconque de la 
développée à un point de la développante d'où est parti y. 
Par conséquent, en différenciant l'équation (78), par rap- 
port à tontes les lettres (^^) et en divisant par dx , nous 



{*) Elle est implicitemeot renfennëe dansPéqnation de la courbe MWM", 
puisque cette courbe étant donnée, la position de ces points en résulte^ 
(**) On n$ peut pas diffe'rencier autiement Tëquation 

et set de'rivés ; cependant il semble que nous ayons agi autrement , 
lorsque de Tëqnation (^S) nous avons déduit les équations (75) et (76)^ 
Je répondrai que , comme nous avions deux constantes arbitndres dansT 
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obtiendrons 

retranchant l'équation (79) de celle-ci, il reste 

ây âfi dm 

dxôx do? "" ' 
d'où Ton tire 

d« 

d^ dx d# 1 ^ 

dx"~ d^*^ dx d£' 

dx dx. • 



or, art. 67, 



donc 



1 .^_dx 

dx 

dy ds dx 

^■""di^dj' 



et par cosséquent» art. a4> 

^ — _Ë?. 
dx d^* 

si Ton substitue cette valeur de ^ dans Téquation (78) , on 
obtiendra 

\y— i$==^(x-^-.)....(84); 



kMMpmim* 



Téquation (73), nom les ayoos déterminées par ]a condition qoe les 
fonctions représeniées par les premiers membres des équations (>]$) et (76)^ 
fussent nulles ; mais , sans cela , nous n'anrionç pas eu le droit de con- 
dare de ce que Téquatioii (^S) a lieu, qiic les équations (75) et (76) 
^QWent i^nssi aYoir lieu* 
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i58. Nous avons va» article i5S, que l'équation ...•• 

y— /8=— g- (x — «), était celle du rayon de courbure 

qui passait par le point dont les coordonnées sont x et y. 

En remplaçant — nr P*r-r , ce sera toujours Téquation du 

même rayon ; mais l'équation (84) étant aussi celle d'une 
tangente menée au point de la développée , dont les coor- 
données sont a et fi ('^), le rayon ^de courbure est donc 
tangente à la développée. 

iBg. Comme dans la dénionstration suivante nous em- 
ploierons la différentielle d'un arc de courbe^ nous allons 
déterminer cette différentielle. 
_ . Supposons qu'une abscisse AP = x (&g. 3i) s'accroisse 

de PP'=ft; si nous menons la parallèle MO à l'axe des x, 
nous aurons évidemment 

corde MM' = /MO*-f-AfO*= \^¥+WO* ; 
or, 

WO=f(x + h)-fx=^h + ^^^ + etc.i 

4 

« 

substituant cette valeur dans l'expression de MM'^ et re- 
présentant par A, par B, etc. , les coefEciens de h^, de 
h\ fetc. , on aura 

MM' = Y/a*4. I^i^^. AA'+JBAi+etc, 



M» 



{*) Ob«0tft<iPf qa^en feWnfi ^ et /S éiAnt I«s coordomiées d^uii point 
qnelo0n^e deU <i«v<lopp««, IVqaMîoa de U développce sera /8 ss /«; 

donc ^ r«pre%eute , art. yi , Pan^e <]ae la tangente au point « > ^ j fait 
avec Taxe des abscisses. 
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OQ 



MM^ = i/a» (i + ^)+ AA5+ Bfc4+ etc. , 



donc 



MM' 
h 



M' / dF 



Dans le cas de la limite , la corde se confond avec l'arc 
que je représeQterai par s , de sorte que nous aurons 



dx V 






d*où nous tirerons y en multipliant par dr , 

dj=Vd-c* + dy. 

i6o. Pour la développée , dont les coordosnées sont « et 
fi, nous aurons donc également 

d* = ^/StHpdJF. 

iGi. Différencions maintenant l'équation (77) par rap- 
port à toutes les lettres , nous trouverons 

iy — fi) (dy — d^)+(*— )(dx— d#)=ydy; 

Féquation (78) lîous donne 

retranchant ce résultat de Téqu^tion précédente, il nous 
reste - 

— (j' — /8) d/8-^ (2? — •) d* =ydy. . . . (85). 

Si dans cette équation (85) et dans Téquation (77) , Hc^u^ 
lubstituons la valeur de j^*—/8, domiée p^urUîéquation (Si), 



\ 



y' 



t'-y 
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noas tronyeronfl ces deux équations 

— 2^ 0^— «) — (x — •) d« =ydy, 

mettant x— •« en facteur conunun, et tirant la racine carrée 
de la seconde , ces équations deviennent 

— (^ — •) — g;; — — ydy, 

, /d#^+ di8*_ . 

divisant la première de ces équations par la seconde , ox 

obtient ^ 

dy = — V^d/8»+d«\ 

. Or nous avons vu ^ art. i6o, qu'en appelant i un arc dm 
la développée^ on avait 

, d^ = k^d]F+^^; \ 

en comparant cette équation à la précédente^ nous en dé- 
duirons 

dy = — dî, on d(y4-'f) = o; 

et comme toute fonction dont la différentielle est nulle, est 
constante , nous avons donc y -f-^ = constante; donc si le 
rayon de courbure s'augmente» il faut que 5 diminue d'autant. 

On énonce cette proposition en disant que le rayon de < 
courbure varie par les mêmes différences que la développée, 

rig.oQ. 162. Soient (fig. 39) MOr=y; OB = 5; M'0'=y;. . 
O'B = s' ; nous ^vons donc, pour le rayon de courbure MO^ 

y -4- 5 = constante, 
on ^ 

llLO-^a9cOBz;;içonstante.... (86). 
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t^âJ'eîllemehtj le rayon de courbure M'O' donne lien à 

téquation 

y ^s'zzz constante j ' 

ou 

M'O' + arc O'B = constante. . * . (87) ; 

les seconds membres des équations (86) ^et (87), représen-* 
tant une même coûtante , noUs tirerons de ces équations , 

M'O' + arc O'B = MO + atc OB, 

\ 

et par conséquent ^ 

M'O' — MO = arc 06 — arc C/H == arcOO', 

ce qui nous apprend que la^ différence de deUai rayons dé 
courbure est égale à Vatc qu'ils comprennent entre eux, 

i65. Il suit de là, que si Ton applique sur la développée 
Qb (fig. 129) un fil qui, se terminant tangentiellemeiit , soit Fig. ag. 
'fixé au point M de la développante MC , lorsqu'on dévelop- 
pera ce fil y en le laissant constamment tendu ^ son extrémité 
M décrira dans ce mouvement la développante MC ; car, en 
supposant que dans soq mouvement il soit arrivé dans une 
position O'M', il se sera accru de OO'^ et par conséquent 
égalera en longueur le rayon de courbure qui passe par le 
point O' *, donc Textrémité M' de ce fil sera sur la dévelop-» 
pante. 

i64- Voici de qtielle manière on peut trouver Téquation 
de la développée : i*** on tirera de Téquation de la courbe^ 

ïéa valeurs ûey , et des coeflîciens différentiels :^,-P^, etc.; 

ûx dx* 

a*^* on substituera ces valeurs dans les équations (78) et (79), 

ce qui donnçr£i deux nouvelles équations, qui ne seront plus. 

que des fonctions de a;; 3°. éliminant x entre ces équations ,, ' 

On parviendra à une équation entre « et fi. Cette équation 

sera celle de U développée. 

S 
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i65. D^terinînojis par ce procédé la développée de U 

parabole, dont l'équation est x* = mjr : en difFérônciant on 

trouve 

axàx:=nmdy, * 
et par conséquent 

dy to d^ s 

substituant, duns les équations (78) et (79), ces valeurs de 
y, de ^ et de -7^, ces équations deviennent 

(-—fi)—+x —«=0. . , .(88), 
\m /m 

f--^')-+^+i = o....(89); 

r 

retranchantréqoation (88)deréqttation (89), multipliée par 
X, on obtiendra 

• + -3' = o...,,(90). 

JTl 

D'uùe autre part, Téquation (8^) multipliée par m% et 
réduite , nous donne ^ 

6x*7— 27n^rfr7ii*=:o; . 
d'où Ton tire 

ma 

En éliminant x entre les équations (90) et (gi),. on aura^ 
réquation de la développée, 

, Maisavautde fakre dette opération , remarquons «pie pour* 
l'origiB^ oà (V s o > ks équations (30) et- (9 1) se réduisent à; 

Fig.$a. « = o ,:i3 =— ; en prenant donc AB = — (Eg. Sa), on a le 

poiat B de I4 développée ; on voit ensuite , par Téqu^^ 

i 
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tien (91) , qu'en donnant f}es valeurs positives ou négatives à 
X, fi augmente à mesure que 0es valeurs s'acctoissent , d'où 
il résulte que la développée se compose de deux branches BG 
etBD. 

166. Pour élînainer x entre les équations (gp) et (91) > la 
première^ élevée au carré ^ donne 

m* 

^ • 16* 

^'une autre paii:^ on tire de l'équation (gt) > 






en élevant au cube les deux membres de cette .équation j on 
trouve 

\ 2/27' 

égalant ces detix valeurs de afi, et divisant par m^, oii 

obtient 

^m f Tv^ 1 



m 



appelons /à' la quantité fi 1 et m^Uiplioaft par 217, cettji 

éipiation devient 



/ir3^î|m**±=«-i^(*), 



' (^} 11 est fïcifë de ptoûTcr qtie les branches BG , BD se tournent leuri 
convetités ; car en différenciant Féquation l^'^^=sruL*i on fi>=snm* , on trouvcl 

-^^ = — |n'« * = — f V/ "4» ^*'*"ï^ n^^gativepour «t positif comme 

pour «e n<$gatif, ce qui prouve qae cbacpie branche toame sa concavité 
«ne Taxe des a?; ; 

8.. 
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ïïg. 3a. en disant -^ m = n ; l'origine est alors transportée en Ë ^ 

puisque fi :s=:/»-— — . . 

167. Une osculatrice peut être située de deux manièref 

différentes^ à Tégard de la courbe ayec lacjuelle elle est en 

contact : i*. elle peut avoir ses deux brandies toutes deux 

Fig. 33. au-dessus de la courbe, comme dans la fig. 33; ou toutes 

Fig. 34- deux au-dessous /comme dans la fig. 34 ; alors Tosculatrice 

ne fera que toucher la courbe ; a^. l'osculatrice peut avoir 

une branche au-ndessus de la courbe et Fautre au-dessous ] 

Fig. 3 5. comme dans la fig. 35 -, dans ce. cas , Fosculatrice coupera 

la courbe au point M. 

Fig. 3f. 168. On va démontrer (fig. 36) que le cercle osculateur 
coupe la courbe. 

Soient pour une même abscisse x ^ h , 

Y l'ordonnée de la courbe , 
Y' l'ordonnée de l'osculatrice ; 
on a don€ 

Y = <>(a; + A)=^ar + AA + BA» + CP + etc,, !.. 
Y'=F(X'+h)~Vx + A'h-{-B'h*+C¥+ etc., I'"^^'»;- 

Or 9 puisque le cercle est une osculatrice du second ordre , 
les trois p'it^^ër^ termes de ces développemens seront les 
anêmes ; donc la différence des ordonnées , qui correspondent 
à 0? + A y sera 

(C~C')/i3+,etc....(95). 

Supposons maintenant que l'abscisse devienne x — h; il 
faudra changer h en — h dans la différence des ordonnées^ 
qui deviendra 

— (C_C)ft^+etc... .(94)/ 

Or, comme le j^remier terme des suites (93) et (94) peut 
surpasser la sommç de tou^ les autres termes» isu prenant h 
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assez petit y il en résulte que la difFéreuce des ordonnées 
changera de signe , lorsque l'abscisse^ au lieu d'être x + fc , 
sera a? — ^ i ; ainsî> en prenait (fig. 36) PP^ = PP'=A, si Fig. 36. 
la différence des ordonnées correspondantes à X'-^'h est 
une quantité positive , c'est-à-dire si l'ordonnée P^M' de la 
courbe surpasse Ï?'N^ l'ordonnée P*N* da l'osculatrice sur- 
passera l'ordonnée P"M" de îa courbe : d'où l'on conclura 
qfue l'osculatrice e3t d^un côté au-dessus de Ja courbe et do. 
l'autre au-dessous^ et par conséquent la coupe. 

Ce que nous disons du cercle , qui est une osculatrice du 
deuxième ordre , peut s'appliquer à toute osculatrice d'ordre 
pair. 

1,6g. Sil'osoulatrioeétfîtd'un ordre impair^ eUe touclie- 
rait seulement la courbe, au lieu de la couper. Gela est 
évident d'après la démonstration précédente.. 

170. Voici le théorème que nous avons promis de donner, art. i38, sat, 

les points multiples. Si-Jes courbes qoi se réunissent en un de ces points , 

ont une tangente commune, dont Tëquation soit représentée par ajr|+6,^ 

nous, changexons Fx txiaxJhh, dans la seconde des équations (9a), ce 

dF:r • 

qui donnera -^| — ou A'=:a, et tons les autres coefficiens de cette éiqua- 

lions seront nul^, La tangente étant. une oscnlat^ce du premier ordre, 
^x+AÀ égalera Fx-f- A'A , ce qui réduira la différeBCe<ies équati«>ns>(9a) 
à Y — Y'=BA*-hCA3'+ itc. 

Cette différence des ordonnées devant avoir une valeur doub]e,QM et QW 
(fig. 3o), il faut que l'un des coefficiens di^érentiels qui sont représentés par Fig. 3o*. 

la 

B , C , cic^. ait. deux valeur&^ Soit . r-i ce-eoefficient) si l'on prend les dif* 

férentielles successives de l'équaftion Pdx-f-Qd^ = o, nous avons vu, 

art. 143 , qu'à chaque différenciation le terme Q reste toujours factéar 

de la différentielle de l'ordre le plus ékvé de ^ ; de sorte que la difit;- 

rentiel|e dei'ordçe n del^ Conctiou propo^'e, pourra être représentée par 

d*y* d"** 

Q 5-^ -f- K = o. -r-^ devant avoir deux, valeurs , on prouvera , comikie 

dans l'art. i37, que Qest nul. Cette valeur ^e Q réduira celle dé P^ 
»éro j d'oii il suit qiae l'équatiçn i^ == "^ f? donnera -r- =5 -, 
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application du théorème de Tajlor audés^eloppe^ 
ment des fonctions des deux variables (fui re^ 
clivent des accroissemens. 

171 . Lorsque dans une fonction u, àe deux variables in-« 
dépendîtes x ety , on change xena:+A, etj^ en^ + A, 
le théorème de Taylor peut nous donner le développement - 
de cette fonction. En effet ^ si Ton substitue d*abord à x la 
valeur x + h ^ on aura 

^/ • t X I ^" L I d*" A* 1 d'u fc' , ^ , -. 

/(*+M=»+a^*+3^ -4.g-j-g + rtC.. (96); 

h étant en évidence dans ce développement^ y ne peut être 

■I 1 r du d*u A^U -,, 

contenu que dans les lonctious u , -p, ^r-^i *r-^ > etc. Chan^ 

géant donc jr en ^ -f- ^ ^<&Q4 ces fonctiouA^ nous remplace- 
rons ^ dans réquation (§5) ^ 

, du . , d«u ft* , d'u k^ . ^ 

uparu*^' T' K+T"î^ + j-i — 5 + etc. , 
'^ ày ^ djr* a ' dy a. 5 

d. Jt d*.— d' - 

du du , 'qx -, dxi» . 'dx k^ , 

etc., etc., etc., etc., , etc., etc.^ 

et formant autant de lignes qu*il y a de termes dans Téqua** 
tlon (g 5) , nous obtiendrons 
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■Jh^h + -^hk+etc.\ (96)» 

dHt h* 

yya^ Sî Ton eût fait lee stibstitutioHS daas un efdre in- 
"verse ^ on aurait d*àbord trouvé , en changeant jr en^ + ft, 

f t en mettant ensuite dan^ chaque terme a? -f* 4 à la place d« 
a;^ on serait parvinu i €0 déyeloppement 

- dtt I 

du , 'qVj t .' i 

+ d5^*+-^^'^+^V--(97)^ 

4- etc. 

X*ordre dans lequel nous avons fait ces substitutions étant 
Arbitraire > puisque devant mettre a7<4«ik partout où tBtar« 
X, ety+h partout où entre j', ces opérations ne peuvent 
influer Vune sur Fautre 5 il en résulte qu^ les deux dévelop^ 
peniens g6 et 37 doivent être identiques, et que ,.parc6n^é-f 
quent, les termes affectas des méme^ produits de A et de A 
ont les mêmes valeurs. Si zk>us' égalons donc estime eux I^ 
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termes ^ui sont multipliés par hk , nous obtiendrons 

- du , au 
^'dï **'ck , . d*tt d*u 



ày djB * P ** àrdy dydx* 

Cette équation nous apprend que pour prendre la différent 
tieUe seconde du produit dedeux variables. Tordre des diiFé« 
renciatioQS est arbitraire. On prouverait la même chose pour 
les coefliciens différentiels des ordres supérieurs, en égalant 
entre eux les coeffiçiens différentiels des autres termes des 
équations (g6 et 97), 

Des jnaçcima et minima , dans les fonctions de deux 

variables^ 

173. Nons yenoni de voir, art. 171, queii, dimt ane fonction do 
deux variables indépendantes x et y, on remplaçait x par x-h^t «< 
jr par/ -f- A, le développement de ^(x4*^/+A) é^t donné par réqua« 
tion (^}. Si dans cette c'quation nous repré8enton9/(«^ft^<»^^} par 

, du . 

V , h par mh , et — -r -!• par t— \— > >aoiï» aurons 

-f- termes en h', en h*^ etc.. . • (g8). 

Pour que u soit un maximuln ou un minimum , il faut que , quelque 
valeur que Ton attribue aux accroissemens hetk, U soit toujours plut 
grand que u ou toujours pkis petit ; or , cela nVst possible que d^autant 

que le terme ^ ( T~ "* "#" "T" j *•' ^ul , car si cela nVrait pas , ce 

terme, art. 89, pouvant être rendu plus grand que la somme algé- 
brique de tous ceux qni le suivent, moyennant une valeur convenable de 
h j en prenant successivement cette valeur négative et positive , on reun 
dr^it , dans Fun des cas, U plus grand , et dans Pauire moindre que u y 
ainsi , pour que cette fonction u soit un mazimuiii ou un minimum , il 
faut que l'on ait 

_ /"dii ^ du\ 



A 
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•uplatôt 

du au 

•7- lit -+• T- = o. 

4r «* 

L^accroissement k étant arbitraire, il en doit éti« de même de n»^ par 

conséquent cette équation a lieu quel que soj^ m , ce qui exige qu^elie $ê 

partage en cclleS'Kîi : 

du * du 

j- = o , =— s= o« 

djr dx , 

17^. Examiuons maintenant ce qui distingue le maximum du miiii<^ 
mum. Pour cet efi«;t^ remarquons que puisque le terme eu h est nul , 
c'est le terme en h* qui doit décider du sigi^e de la somme algçbrique de 
tous ceui^qui suivent u j il faut donc que le terme en h*, s'il n^est pas 
nul, ne puisse, par des valeurs âeh fit de-k , se déterminer tantât po« 
•itivement, tantôt. négativement, autrement U pourrait être, dans un 
cas, plus petit, et dans un autre plils grand que u; ainsi, non» aUonti 
chercher la condition qai doit avoir lieu pour que le terme exi h* con- 
serve toujours le même signe ^ quelles qae soient les valeurs qu'on donne 
à h et k k» Dans celte vue, représexi|ons h tgnae en h* de Féquao* 
tien (98) par 

mettant A en facteur commun , ce terme deviendra 

- AA» { TO» H- a Â w -f- 



a 



^TO»+aj^m-f-jf) .-(99)} 



B* fi* 
ajoutons sons la parenthèse la quantité identiquement nulle -r^ — rr-i 

l'expression (99) pourra s'écrire ain^i : 

^A, [(m + |)V|-^]... (.oo)i 

et l'on Toit qu'elle sera tonjonrs du signe de A si , C et A étant de 

C B> 

mêmes signes, l'on ** T > t; > c'esl-à-dire AC > B* j car alors la qaan-> 

tité , qui t'st multipliée par -^ Ah* , sera essentiellement positive , et 

le^ signe de l'expression (loo) dépendra de celui dç A, de sorte qu'on' 
aura un maximo/nou un minimum, suivant que A sera négatif ou po- 

sitif , c'est-à-dire suivant le signe de y-^ ? qui est le même quc< celui do 

A*u 

^—^ i parce qu'on a vu que G et A étaient supposés être de même signe . 



'«J-79- 
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De la transformation des coordonnées, rectangu* 
gulaires en coordonnées polaires. 

lyB. Considérons une courbe BDC (Eg. 79) dans laquelle 
on a déterminé ^ de position , un point M ^ à l'aide des coor-' 
données rectangulaires AF = a; et PM = y ; ce point peut 
être égaiement déterminé si Ton donne Tangle MAC et le 
rayon yeoteur AM ; mais comme on mesure ordinairement 
les angles par les arcs , nous remplacerons l'angle MAC par 
Tare mo y décrit avec un rayon pris, pour unité \ sànsi , en 
nommant t cet arc mo^ et u le rayon vecteur AM , noua 
pouvons substituer le système des coordcnoxiéea polaires t et 
«à celui des coordonnées rectangulaires AP=:a5 etPM=^^ 

176. Il est à observer que Torigine des abscisses est queU 
qaefois placée ailleuraqu ^x^o, car le point M est également 
déterminé , lorsqu'après avoir pris un point 0' pour origine, 
on donne l'arc o'm et le rayon vecteur AM; dans ce cas, 
nous pouvons représenter o'm par t', et alors toutes les ab- 
acisses, comptées de l'origine o, différeront des abscisses, 
comptées de l'origine o^ d'une quantité eonstantes oo\ et il 
y aura entre elles la relation suivante : 

t=.t' — oa'^. 

Comme, au moyen de cette relation, on peut toujours, 
changer Torigina de la manière qui ttous coBU^ent, nous, 
supposerons , pour plus de simplicité , l'origine en q, 

177. Représentons maintenant par ¥(x,y) = o, l'équatioa 
dans laquelle nous voulons changer les coordonnées rec-» 
fançttlaires AP = x et PM = j^ en coordonnées polaire», 
ojn == t et AM = » , et cherchons les relations qui existent 
entr^ces coordonnées; nous avons évidemment 

ÀP = AM cos MAP , PM = AM sin MAP , 

tu 

cç = u cos f , ^ = u gin (, . . . (voi). 
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n suffirait donc de substituer ces valeurs dans l'équation 
représentée par F(ar,^) = o, pour obtenir celle qui serait 
rapportée à des coordonnées polaires/ 

178. Si l'origine des coordonnées rectangulaires x t\ y 
n'est pas au centre A de la touibe (Gg. 80) ; soient sif, y les Fîg. 80. 
coordonnées comptées de Torigioe A% et a et 6 les coçrdoB- 
sé«8 comptées du centre A; on anm 

A!>:5=A'Q— A'B, JîP=MQ— AB, 
ou 

valeurs f u 071 substituera dans les formules précédentes. 

Zfe la transformation des coordonnées polaires en 
coordonnées rectangulaires j et détermination 
de Vexptession éiffërentieUe de Vare dans une 
courbe polaire, 

ly^.L'équatiou rapportée à descoordonnéespolairts étant 
représentée par F(e,u) = o , on voit d'abord (fig. 79) qu'on Tig. 79, 
peut remplacer u par sa valeur tirée de i'éqoation 

AM»=AP* + PM% 
ou 

u* = or* + j^*. ... (10a). 

» 

ATégardde^, leséquationsCioi), divisées l'une de l'autre, 
^ous donneront 

y èijit 

- := =: tapg t^ 

d'où l'on tire 

^ = arc Ttang •=:^\ 

Cette valeur de t et celle de u étant substituées dans l'équa- 
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tion représentée par F(^ ,u) = o « on obtient 

F jarc ^tang=-îlV V/J^+yH = o. . . . (i o3)i 

€*e8t ainsi qu'on parvient à une é^ation ep a? et en y ^ el^ 
affectée d'une quantité transcendante. * 

i8o. On peut aussi obtenir entre x et y, une équation^ 

qui ne contiendra point la tuanscendante ajrc T t^ng =: *2 \ 

mais qui renfermera des différentielles; pour cela, ondiffé^ 
renciera Téquation qut est représentîéte par lafonniile io3, 
ou^ conune cela se pratique.^ on emploiera le moyen sui- 
vant pour arriver à ce but : représentons toujours par 
T(u,t)=zQ réquation qu*il s'agit de. transformer en une. 
fonction des coordonnées rectangulaires x et y\ nous ve- 
nons de voir y art. 179 >. que la vajeur de u pouvait s^expri- 
mer en x et eny , sans transtandante^ mais qtf^il n'en était 
pas de même de t ; c'est pourquoi nous chercherons d'abord 
à éliminera entre F(f,u) = o, et la différentielle de cette 
équation , que nous représenterons par F{t^u àt, du) ^ o yk 
la vérité , nous introduirons dans le résultat de rélimi-^î 
nation, les différentielles d^ et du ; mais cas différentielles, 
pourront s'exprimer en fonction des variables x,y , ix et 
ày. En effet, les équations (lOi) nous doI^lent 

C08 f = - , sin <=^. . . . (104). 
Divisant l'une de ces équations par l'autre , on obtient 



sin t 



^1' 



--' ou tangt=-*^ ; 
cost X 

différenciant , il vient 

ât xdy — yàx^ 
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Remplaçant -— par sa valeur tirée de la première des 

«quatioD3 (io4) , et supprimant le diviseur commun x*, on 
trouve 

zi*df = xày — yàxy 
et par conséquent 

et en mettant pour u sa valeur, cette équation devient 

La différentielle de l'autre variable se trouve encore plus fa^ 
cilement; car Téquation (loa) nous doniw 

U=\/x^+y^; 
cette équation étant différenciée , nous avon« 

au tnoyen de ces valeurs de df, de du et de «, on changera 
1 équation obtenue par l'élimination de t, en une autre qui 
ne contiendra plus que Xyy,dx et éy, et qui par conséquent 
«e rapportera aux coordonnées rectangulaires. 

181. On a vu, art. 169, que la différentielle d'un arcz, 
rapporté aux coordonnées rectangulaires, avait pourexpres- 
»ion 

d2=ydx» +dy. . . . (loG)! 

On peut se proposer de déterminer la différentielle du même 
arc, lorsque les coordonnées sont polaires -, dans ce cas, on 
substituera dans Téquation (io6) les valeurs de àx etdedy, 
tirées des équations 

a:=5;wcos^, et yzrsusint. 
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et Ton troarera » en différenciam ces équations y 

dr=-ru sliir.d^ + coa f du, 
dy= .uco$tàt'-{'Aïatàu. 

Élevant ces équations au caité , et réduisant à Talde de là 
formule 

iin*^+co8*/=si, • • 

on obtiendra 

dz = \/u^dt*+ du*. 

Telle est la différentielle de l'arc en fonction des coor- 
données polaires. 

Des sous-tangentes j scm-normales j normales et 

tangentes aux courbes polaires. 

182. On sait qâe dans' les courbes à coordonnées reetan^ 
tt^ 81. gulaires , la sous-tangente A^ (Gg. 81) est toujours comprise 
entre le pied P de Tc^donnée et le point t, où une perpeh^ 
diculaire A^ à cette ordonnée vient rencontrer la tangente ; 
conservant la même dé&nitîon pour les courbes polaires, 
où Tordonnée n*est plus PM, mail le rayon vecteur AM , 
la sous-tangente sera alors la perpendiculaire AT, comprise 
depuis le point A jusqu à la rencontre T de la tangente* 
La sous-tangente a donc une position différente dans les 
courbes polaires que dans les courbes qui ne le' sont pas ; 
car dans les unes la sous-tangente est toujours comptée snr 
Taxe des abscisses, tandis que dans les courbes polaires, 
où cet axe n existe pas , la sous-tangente varie de position à 
chaque point de la courbe. 

i83. Déterminons maintenant l'expression analjiique de 

la sous-tangente dans les courbes polaires. Pour cet effet, 

tt%^ 8a. soient AM et AM' (Eg. 82) deux rayons vecteurs, et du 

point M menons ta perpendiculaire MP sur le rayon vec- 






SOUS-TANG. > etc., AtX COURBES POLAIRES, is^ 

teur AM', et, à cette perpendiculaire , menons la parallèle 
AT ; les triangles semblables ATM', PMM^ nous donneront 
ja proportion 

PM' : PM : : am' : AT -, 

d'où Von tire 

,^_ AM^XP M, 

et en observatt que PM' est un côté du triangle rectangle 
PMM', cette valeur de AT devient ^ 

AM'XPM 



ATî= 



V/MM'*— PM** 



dans le cas de la limite , AM' est égal à AM , c'est-à-dîre à 
u, PM se confond avec Tare MN , la cgrde MM' avec Tare 
MM', £t AT devient la sous^angente. Il ne s'agit donc plut 
que d'avoir, pour le. cas de la limite^ les expressions M'M 
et MN^ la première de ces expressions n*est alors que la 
différentielle de Tare de courbe ; donc, art. (181), 



M%=^/u*dt*^-du•^, 

à l'égard de MN , les secteur^ ARR' et AMN nou3 donnent 
la proportion 

AR: RR':: am:MN, 

ou 

1 : RR'.:: u : Mïf; 

dooc3|)!^c^«.RR', quantité qui, daas le oasde la limite^ 
se réduit k ud^ Mettant ces valeurs de MN et M'M dans 
celle de AT, après qu*on y aura changé AM' en «, et PM 
en MN, et réduisant, nous trouverons 



»*de 

AT==^. 
du 

Telle est l'expression de la sous-tangentf • 



• » 



laS CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

ê 

i84« Pour déterminer laAOUs-nonnale, nous obser^ei^otM 

que la normale SM* étant perpendiculaire à la tangente ^ 

fig. 8i. Fordonnée AM (Eg. 8i) doit être moyenne pr<^rtionneIIe 

entre la sous-tangente et la sous-normale ; par conséquent 

nous avons 

AT : AM::AM: sous-normale, 

on 

u*df 

•j— l u II u l sous^normale ; 

done 

, du 
sous'^normaie = -j- ; 

ai 

à l'égard de 1^ normale et de la tangente ^ les triangles rec- 
tangles MAS , MAT donnent 

US = /MA^ + AS», MT = |/M A» + AT^-. 

Substituant dans ces équations les valeurs de MA , dç AS 
et de AT , nous trouverons 

f / . . du* , / d? 

nonna/e = 1/ u^+ -g- , to/igpe/itersww i-f-u*-T-;. 

i85. Pour trouver l'expression anal vtîque du secteur dans 
JEig. 8x les courbes polaires ^ le triangle AM'M (fig. 82) nous donne 

aire AM M = • — ; 

dans le cas de la limite, Faire du triangle AM'M (Gg. Sa) 
devient celle d'un secteur élémentaire , la perpendiculaire 
PM peut être remplacée par Tare MN, que nous avons trouvé 
égal à udt, et AM' se réduit à u. Substituant ces valeur» 
dans l'équation précédente , nous trouverons 

aire du secteur élémentaire =x r 
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On peut aussi exprimer 1q secteur élémentaire en fonction 
des coordonnées rectangulaires , car en hiettant dans cette 
équation les valeurs de u et de dt , données par les équations 
aca tet io5 elle devient 

du secteur élémteniaire s= '^ ' ^ — t 



aire 



iDe là détermination de l'expression du rayon de courbure 

dans une courbe polaire. 

186. Noas ayons donne» art. 149-» rezpression du rayon de courbure , 

Rapportée à des coordonn<^s rectangnlaiies ^ en nous réservant la faculté 

d'affecter cette expression du signe qiû rendra y positif; nous récrivoni 

«âmii * 

S^ "••• Cio7>. 

dx* 

Poàr aroir cette Valear de y ekprim'ëe en 'fonction des cdordohn<$es po* 
iaires , il ne s'agit que d'diminer les coefficiens différentiels qui entrent 
dans cette expression , au moyen dea équations suiyantes t 

xzsucosï, y-=iuê\nt^ 

différencions cei éqaationè, et di'vîsoàs eàsnîte les l'éiraliats Taii paît 
l'antre y nous obtiendrons , ' 



c 



5jc "7 du cos £-^ u sîn i:d<'— 



ireprésentona par m et par n les deux termes de cette tntdon , nous m» 
ton» 

m = du8inf-f.utM)»tdfl ' ^. 

h=dttcos« -J. tt sià tdtj* ' • ("°®'> 
^rt par conséquent / 

£ = -...(109), 



Qx n' 









3 
âemnt cliaqae tenue de cette fraction k. la ptiieunce - > et obeenrai<| 

3 
qae k poÎMance ^ de n»eit n'y 09 a 

dilfifrencianteiitaiteVeqaatioii (tog} noftu'trouTerons 



AX 



ndm-^mdn 
dx n» * 



dÎTÎiaiit le premier membre de cette ëqaation par dx» et le secoad par jiJ 
quiëquiraatàdxy nous auront 

dV iydm-«-indii . . / 

t"^=S ...1 ... flHK 

An moyen des raleats données parles é^aatioiis (iio) et.(ni},^ré^a«* 
'%ion (2 oy) devient 

>=*SdS=;;3;---^'"^- 

D neV^gitplnaquede transformer cette équation en nne fenction d* 
t et de u. Pour cet effet , on déterminera d^abord la valeur de n* -^ m,*^ 
en ajoutant les carrés des équations (to8) ^ et en réduisant à mesure, aU 
moyen de Téquation sin*t4" cos*t s: i , on treurera 

n*'-hm*rsz du» 4. u>df *. . . (ii3). 

I 
A 1 Vgard dn dénominateur de Téquation (i n) , nous diâerencîeroDS 

«uccessivement les équations, (108) en traitant ât comme constant ^ et 

multipliant respectif ement Jes xeanltats par n et par m , nous trouverons 

nàm ss nd"u sia t 4* ^ndu cos tàt -^ nu-nn iât*, 
mdfi = md'u CQS t — amdu sin tdt -*- mu cos tàt* 9 

la féconde équation étant retranchée de la première , nous tronreiova 

« ♦ 

«idw •* mdn = dn«(n sînr — mcost) 



t = dn«(n sîn r — m cos t) "^ 
4- 9dudc(/i cost-l- m sint) ? . . . (|l4} | 



%• 
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fialtipifant la .eçoudc Hes cq^tiont (,07) par «a » t U première pa* 
ccMt, et le rctranchnnt l'une de Tautre, et réduùam au moyen dcli 
«Uuoa nau + cos-t =5 1 , noua obtiendrôn» 

ff tint ~'j»i coa t sss-^ud/. 

Opérant d'une manière analogae ponr foaii.r k raJettr de iico.*+»«„,. 
nous truuTerona -r^'»»*«*i 

Il co« t-irmtln e =dii. 
Subatitoant ce. taleuxa dan. Fequaf ion (i ,4) , cette ë^ation deviendra 

«dm -?-flid« as -i.'«ïi*od»^ad««d<^tt«diî... (uS). 

Au mojen des valcors que nous venoûs de dçtcïmmçr, l^éanàiiom(iï3k 
iH(ii5jçhangeroBtréquation(ii!i)en ^ "««fi"^â 

^ , (àW'+.u'dt'j* 

Pes comtes imjvcendantm* 

l■8^ On appelle ainsi les courbes <f^ conriennent de. 
quantités transcendantes ou des coefBciens ^érentiels et 
«n général, les Courbes dont les équation» ne\.envent étra 
exprimées par un nombre fini de termes algébriques. Noua 
ferons connaître quelquea-une» des plus remai»uables de ce. 
Gourbest ' 

De la pirate êJrchimède ou de Conon. 

i88. Voici la génération de c^e coBrf» : tandis twe la 
«lyon AB (%. Z7) ^crit «ne révolution, «n J^tTieFi. i, 
transporte du centre A à Feicti^té B de ce raC tt Z '' '' 
taeut dun mouyement uniforme, de telle manière que le 
pomt mohie qui était en A au commencement de la rotation 
^e AB, se ttouve en B lorsqfae AB a décrit une rérolution 
ennere autour du centre A. Le point mobile décrit dans °î 
mouvement la spirale .d'Axïhimède, . ^^ '^ ^ 
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Soient AB = a /arc BN ==: ^ , AJME sit ; on a donc , d*apt^ 
la définition précédente, 

^ AM : AN :: arcNB : BCDB^ 
ou 

uz a :: t: awa, 
d*où l'on tira 

l 

Cette courbe , comme on le yoît , n'a pas ses coordonnée^ 
rectangulaires. Lorsque AB a décrit une révolution entière; 
fatcKB équivaut à la circonférence ; donc alors ^s=2;rô« 
ce qui change Téquation précédente en 

aira 
ttss' — . ou ussa. 



Si le point %. continue à se mouvoir toujours uniforme^ 
ment , le rayon AB décrira une seconde i^volution autour 
du centre A -, et si l'on prend BB' = BA, le point mobil^ 
arrivera en B' au bout de cette seconde révolution ; alors It, 
Bera égal à 4"'^> ^^ V^ donnera u ss aa ; ainsi de ^ite. 

De la spirale logarithmique. 

189. La spirale logarithmique est une courbe polaire 
Fig. 81. ^^® laquelle l'angle AMT (fig. 81), formé par le rayon 
vecteur AM , avec la tangente MT à la courbe , est cons- 
tant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique de 
l'angle AMT , nous avons donc 

tangAMT=a; 

or, le triangle TMA, rectangle en A, nous donne la pror 
portion ^ 

1 : tangAMX :; AM; AT-» 



\ 
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dbawr 

AT 

tang.AMT=^^. 

Remplaçant le rayon vecteur AM par u , et AT par l'ex- 
pression -^ que nous ayons trouyéei art. loo, pour la sous^ 

tangente d*un& courbe polaire, nous aurons 

uàt 
tangAMT; ou a=-^^; 

d?où nous tirerons 

wt en intégrant, nous trouverons - 

a log u =s i: -f" cofistante* 

Soit e ]a base dxt système Népérien; si Ton regarde a» 
comme le logaritlime de^ e, dans, un certain système de 
tables , on pourra remplacer a par Le , et alors Le log u re- 
présentera le logarithme de zi.dans ce système (^) ;,de soiteu 
quç.nous auronât 

Lus= t ^constante,' 

igo. On peut construire la spirale logarithmique par points 
de la maniera suivante : ayaqt partagé la circonférence^ 
ÔO'O" (fig. 83) en parties égales , on mènera des rayons aux Fig. dài 
points de division , et sur ces ràjons on prendra les parties 



{*) Pour le démontrer , soie e la base du système Népérien; non^^ 
«arons us3«'«i**; prenant les logarithmes dans le système des taUe* 
indiqué par L > nous anrons 
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Am , Am', Am', Am*^ etc. , qui soient en progression gioi 
me trique; les points m, m', m", mT, m*^, etc., appartien- 
dront à une spirale logarithmique. En effet , en supposant 
que les parties mm\ m'm\ m^m", etc. , aient très peu d'é-i 
tendue , on pourra ks regarder comme des lignes droites » 
t^t alors il sera facile dé prouver que les triangles Amm\ 
A/ti'tti*, Aju"/»*, etc. , sont semblables ; en effet, les angle* 
en A sont égau:( par construction , et les angles mm! A ^ 
m'wi^A, m^'m^A, etc. , le sont par la propriété principale de. 
)a courbe ; nous ayons donc cette suite de proportions : 

Am : Am' :: Am' : Am*, ^ 

Am' : Am* :: Am* : Am", 
etc*, etc., etc., 

ce qui nous montre que les ordonnée^ Ajn ^ Am', Am*^ 
Am*, etc. , sont en progression géométrique. 

igi. Dans la spirale logarithmique, la normale est ^ale an rajon de, 
courbure. En effet, Texpression de ce rayon , dans nnç côiirbe polaire ^ 

4UDt, art. t86, 

1. 

__ {au* -f. u*At*y 

* "" adtt'dr— iid"iid/ H- u*a<» * 

il faudra, dam.ceUe formule, mettre les valeurs de duetded'u tirëesde. 
Vé^uation de la spirale logarithmique ; or , Tëquatiou (i i6) nous donnfv 

, «de - du ^ udi* 
du = — r- 9 Q*u =? — dt ^ 5 

«abitittiaiitces valeurs dans celle de y, nous ot»tiendron« 

lyuxkfi autre part, si dans Texpression de la n^snialf > qui est, art. i8|i 



v 



du* 
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lÊ9Ua «ubfititaons la Takar 4e -r^ , poo».trouverons de même y ^ + •*• * 

OB qui prouve ç[ae la normale est égale » <ian» cette courbe , à «on rajron 
de courbure; et comme d'ailleura il eat' dirigé suivant cette normale, 
art. 1 55, il en résulte que^et^ lignes se confondent. 

iga. Cettepropriété va nous, fournir les, moyens- dé démontrer que la. 
développée de la spirale logaritbmiqœ est nne ancre développée. Pour 
cet efiPet , le point ]N de la normale étant considéré comme appartenant an 
i^yoa de courbure , et se trouvant à- son cxtEfiHiiié , est sur la développée. 
Soient «' et u^ les coordonnée» de ce point N (fig. 84), il sera facile de '»g' ^4^ 
les déterminer en fonction des coordonnée» t et u du pointM de la courbe \ 
car soit oo' un arc de cercle décrit aveo un rayon égal à Tunité; les- 
Abscisses des points. M et N différeront entre elles de cet arc, qui, à 
cause que l'angle MAN est droit., sera égal an «part de la circonférence ; 

sj en adoptant la noutio». usitée , nous représentons par - le quart dd 

Ul circonférence décrite avec limité pour rayon, nousanronsX'^ t ■+"r » 

équation qui étant diiFérenciée , nous donnera dt = dt^ 
D'une autre part, l'ordonna polaire u' ^u. point N de la développée - 

nwM, 

^ant égale à Ja sons-normale -r àç H spiralç^ logarithmique y nous cban* 

gérons ~ en II', dans réquation. de cett« coliibe, et non» trouvcrona^ 

1^= au% et par conséquent du = tfdi/. Substituant ces valevrs de d« , de, 
du et de u dam TéquaMon (iï6) de la spiralç logarithmique , no«s. trou.-* 
iwroDs! 

a -7-,= dt',' 

équation qui étant de ménie foroie que la précédente, nons apprend que 
1% spirale logarithmique a pour. développée une autre spirale logarith' 
jD^ique*. 

4?<? h spirale lyrperboli^ue el dès spirales com^^ 
prises dans V équation u zss, al^* 



ijS. La propriété caractéristique de ià spirale hyperbo-». 
lique est d'avoir une sous-tangente constante. Si nous re- 
g;césentons cette 5oiu-taogent^ par a^^^noua en égalerons la^ 
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yaïenr à celle de la sous-tangente (art. i83) d'une courba 
polaire, et nous auronA, poui: Téquation de la spirale by-' 
perbolique, 

.* 

du 

nous, prenons la conatante a négative pvçe qu'ajocs on a^ 

dfi — Ëî . 

équation qui étant intégrée donna. 

u a^ ^ 
ou. en remplaçant la quantité indéterminée C par une autc^ 

quantité — , nous aurons 
a 

u a a ^ 

prenant Torigine des-t de manière que Fabscbse t «f- GT soit^ 

égale à une nouvelle abscisse t,, Téquation précédente de-^ 

tiendra 

1 t 



ou plutôt 



u a*' 



u=?... (117);. • 



ce qui montre que lorsque f =0, u=oo; d*où il suitqn©> 
le rayon vecteur , qui répond au point où t est nul , est une 
asymptote à la courbe. 

194* L'équation (117) nous montre encore que le rayon 
Vecteur est en raison inverse de l'abscisse ; si nous faisons 
successivement t^rzQx, t':2=^, î^zi^St., etc.^ nous aurons cette 

suite fle valeurs pour u, — » 7* > c"» etc.; ce qui nous ap-^ 
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P|end qu'au bout de deux révolutions le rayon Yectenr est 
réduit à moitié de ce quil était à la &n de la première, 
qu'au bout de trois révolutions il est réduit au tiers , et ainsi 
de suite. 

19 5. L'équation de la spirale hyperbolique , comme cell» 
de la spirale de Conon , sont des cas particuliers de l'équa-* 

tîoa~tt=:ct*; carenfaisant n=i eta=-^, on obtient la 

première 9 et en faisant »=— 1 , on obtient la seconde. 
Parmi les spirales déterminées par cette équation , on dis- 
tingue encore la spirale parabolique , qiu se trouve en fai« 
f ant /i =: fl. • 

De la logarithmique. 

i,9&. La logarithmique est une courbe à coordonnées rec-> 
tangulaires ^ dans laquelle l'abscisse est le logarithme de 
l'ordonnée; Téquation de cette courbe est donc 



d*où Von tire 
•t p^or conséquent 



X === log^ , 

^ =3 a* leg a. 
or 



Ï97. Pour discuter cette équation , faisons x = o ; nou^t 
trouverons ^ = i ; si l'on donne ensuite des valeurs crois- 
santes et positives k x fj vcsl toujours en croissant; mais si 
Ton donne à x une valeur négative — u> on trouvera 

V = a""" = — ', et l'on voit que l'ordonnée diminuera d'au-^ 

t^t plus qu'on s'écartera de l'origine, dans le sens dea^ 
qj)scisse3 négatives, et qu'enfin la courbe ne pourrait at- 
teindcQ le prolongenjient de Taxe des x qu'à l'in&iU; caâi oA 
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réqnationy =: — deyiendraît y = -3^ = o ; d*où V^n peu# 

cooclore que le prolongement de l'axe des x est une asymp-^ 
tote â la courbe, 

198. Si, a partir de l'origine » ou ^rend des abscissea. 
fig. 38. égales (fig. 38) , AP = u, AF=— », on trouvera 

EM=:fl«, FM'rri; donc PMx^Mr=2i: 



a" 



199. lia propriété la plus remarquable de oette courbe ;^ 
•at que la sous-tangente a une valeur constante. En e(fet , 
l'équation de la logarithmique étant différenciée, nous^onne*. 



a*dx ■* 1 



ou 



~- = a*loga, d'où nous tirons. —3— —, , 
d.r -^ . ay loga 

•^7— = , . Or , le premier membre de cette équatioa^ 

exprime la sons-tangente de la courbe, art. 6g.; donc cett«^ 
flipus-tapgente est constante.. 

i?e la (ycloïde. 

âoo. La cycloïde est une courbe qui est décrite par lô > 
flg. 39. mouvement d'un point M (fig. Sg), situé sur la circonférence ^ 
d*un cercle qui roule sur une droite RC. Il est certain que- 
dans ce mouvement de R en C , tous les points de Taro RlVt. 
viendront successivement s'appliquer sur la droite RA, jusr 
qu'à ce que M , à son tour, s'y applique eu A ; par consé-<a 
quent l'arc RM sera, égal à la droite R A.. 

Tous les points par lesquels pa3se la pomtM, dans ce^ 
mouvement, étante par hypothèse, sur la cycloïde, le 
point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-le pour origine 
4es abscisses , et abaissons la perpendiculaire ME sur le 
diamètre BR, et faisons Af =ap.; PM^ajj^, BR-C=2a^ 



DE LÀ CYCLOÏDE. |3gf 

«PC MR:=z^ ME = u ; noua aurons 

AP==AR— PR, 
ou 

a: = arcMR — ME, 
ou 

Notu cberclierons d*abord à éliminer l'arc z de la inanièr« 
auivante : nous dlffârienmerons ré^uatïon précédante, oe 
qui nous dojuner^ 

da7=acds-^dâ.. . (ii9)«. 

pour avoir la valeur de ds en fonction de u , nous observe- 
tons qu'entre u et s nous avons la relation 

u zz sîn z,. 
Cette équatioiK étant dlfFéreneiée» art. 4^j, on trouve 

j , 008 5 

qu =5 02 -, 

c 

^ où Ton tire 

, càu 
àz = ; 

cos z 

)1 faut remplacer I dans cette équation^ la valeur de cos 4 
par celle que nous donne 1* équation 

. sin** -f" co&"a = a*, 
ou plutôt 

I** + cos'z = a% 
^t l'on obtient 

* adu • 

Çobstituajit eette valeur dan» l'équation (1 19> il vient 

<îb: =2 — 7===r ••r- du . . . (i ao) ; 
U ne s'agit plus qiie ^'exçriroeir u en fonction de y. Pouï 



l4o CALCUL DIFFÉRENnCt: 

'»g- %• cet^fTet , soit O le centre du cercle générateur BMR (fig 3s)y 
nous avons 

OE = /Môi-MEV 

Ott> 

Élevant cette équation au carré, et réduisant ^ on tn tiro^ 

•t en différenciant 9 

V2a>' — ^ 
Les équations (i ai) et(i a3) transformeat l'équation (lao) 

|/ aay — ^» |/aa)f — jf . * 
séduisant I on trouve 

A^ ^ y^y — 

telle est l'équation de la cyclôïde. 

aoi. On peut encore obtenir Véquation de la cydoïde e«^ 

fonction de Tarp^ ainsi qu'il suit : l'équation u = sin a^ 

donne 

;b = arc (sin= u) ; 

mettant pour usa valeur tirée de l'équation (laa), pn a.. 

z = arc (siù= V^aoy— j^*) ; 

cette valeur et celle de u étant sujbstituées dans l'équa*- 
tion(ii8), on a 

a: = arc (sin= yaay^^y*) "^{/ùay^-^y* (*)••• (^^4)* 

( * ) Le sinus ici correspond aa rajon a ; cdai d€i taUes., ayant Taniti^v 
^nr rayon, «eraH * • 



■• , 



ï)E lA cy dLoÎDte. 141 , 

•aoa. Pour discuter cette équation , on va prouver d'abord 
tjue y ne peut être négatif , ni plus grand que au. En effets 
%i Ton iFait ^ = — y\ Texpression arc (sin = l/aoy — y") 

devient arc (sin = ^ — aoy' — y*), valeur imaginaire. En 
second lieu , si l'on fait j^=îia+^, l'expression. ...... 

^arc (sin = ^*iay — ^ ) devient arc (sin = V^— ao/*— ^), 
valeur imaginaire ; donc> si à une -distance £F=:2a de Taxe 
des Xy on mène (fig. 40) AB parallèle à CD, la courbe sera Fîg. 4^; 
comprise entre les parallèles CD et AB. 

La plus grande valeur que puisse avoir y est aa; car si 
Ton fait rouler le cercle générateur de A en C (Eg. 40 > ï© p. ,^, 
point M , qui était d'abord en A , s'élèvera successivement 
jusqu'à ce qu'îl-arrive^enB, à l'extrémité du diamètre BD. 
Alors l'abscisse AD sera égale à DEB, c'est-à-dire à la 
•demi-circonférence du cercle générateur. 

'Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par 
l'équation (ia4)> pai^que si T'en fait^ = aa, on trouve 
x = arc (sin = o); or, Tare dont le sinus est nul doit être 
l'un des suivans : o , DEB, aDEB , 3DEB j^., et l'on voit 
que , dans le cas présent; cet arc est DEB. 

Le point M , parvenu en B , ayant donc décrit l'arc AB 
de cycloïde , si ce point continue à se mouvoir , il décrira 
un second arc BC , semblable au premier ; enfin , si le cercle 
générateur continue toujours à rouler sur l'axe des ab- 
scissee. Je point M engendrera une suite indéfinie d'arcs de- 
cycloïde CB'C (fig. 4^) > CB^C*, etc. Le cercle, générateur Fjg. ^^^ 
pouvant aussi se mouvoir dans le sens de ,A vers A", le 
point M décrira encore une suite indéfinie d'arcs AB'A'» 
A'B"A", etc. 



■é^ 



JSi TiHl voulait introduire ce sinus , il faudrait écrire 



sin = - ■ " ■ ^ ' — J — Y %aj —7^», 
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Cest rassemblage de tous ces arcs qui , daot !• sent le 
plus général > constitue la cjcloïde. 

floSk La normale au point M, dont les coordonnées sont 
Stg. 43. jp et^ (fig^ 4^) , est déterminée ^ art. 70 , par cette formule t 



nomaU^y y^ + 1 > 



T- 



«î dans cette formule nous mettons la valeur de -f^» tirée d« 

eu; 

Téquation de la cycloïde , nous trouverons 

normale =^ y ^^^^ + 1 = V^â^* 

f îg. 43. Pour construire cette valeur^ menons la corde MD (fig. é^)^ 
nous aurons 

DE:MD:: MD: DB, 
jf :MD :: md: 21a; 

4lonO -Ja corde MD = V/acy ; 

et comme, par la propriété du cercle, l'angle BMD eak 
droit , la corde MB sera perpendiculaire à l'extrémité de U 
normale MD ; donc la corde MB prolongée est tangente ait 
point M de la cycloïde ; car on sait que la tangente et la 
normale forment entre elles un angle droit. 

On pourrait donc construire la tangente au poîtit M, eil 
décrivant le demi-cercle générateur BMD, et en prolon-i 
geaut la cnrde BM ; mais pour n'avoir pas à construire cd 
tercle générateur à cbaqae point de la courbe^ il sufHra d« 
construire le demi -cercle générateur sur la pbs grande 
tîg. 44» ordonnée BD (fig. ^^ de la cycloide; et ayant mené par Id 
point donné M , la perpendiculaire MË^urBD ^ on tracera 
la corde BC; alors la parallèle MT à cette corde sera I4 
tangente demandée : c\st un^ suite de C9 qui précède* * 



. De lÀ cyclûïde; 14$ 

lab^. ï^our avoir Texpression du rayon à^ coorbwe dô 
5a cycloïde, il faut, de Téquation de cette tourbe , dçduirô 

les valeurs de -^ et de -t^, que nous substituerons dani 

l'expression du rayon de courbure , art. i5a^ 



i 



5i* 



^tdans laquelle nous adoptons le signe négatif, pa^ce qHft 
nous savons que la courbe tourne sa concavité vers Taxe des x* 
L*équation de k çycloïde nous donne d*abord 



àx y 

Pour obtenir -r*^ faisons :f21::r:n: nous aurons donc aussi 

, y ^ y 

«t en différenciant , ^rt. sZ , noua trouverons . 

» 

dp==-.-iLi=::== "^-^i 

donc 



ïnultipliaRt cette équation par Téquation (iâ5) nous obtiens 
drons^ art. 24> < 

dp a d*y a 



if 



I 
/ 
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AU moyeo de ces valeun , on a enfin 

a 1 .1 

et en faisant passer^ ati numéiratenr, 

tlg. 45. donc le rayon de courbure MMT (fig. 45) de la cycloïdé/ 
est double de la normale HR. 

flo5. On obtiendra Téquatîon delà développée en substi- 
tuant les yaleurs de ^ et de -^ d%ns 1^ formules^ art. i4s ^ 



^-^=- 









=-0'-'»)^» 



et Ton trouvera 


d-y 
dx* 


\ 




aa 

^ 


(Sy, «- 


-^i=-. 




y ^-a 


2yuay—yi 


y 




■ 





donc 
Pg. 46. ou (fig, 4S), 



0È LA CYGLOÏDE; i4& 

et en observant que AP -f- M£ = AR = arc MB. > la der- 
■ière équation peut s'écrire ainsi : 



.n4 



/ 



» = arcMR + ME... (136). 

.' ■ ■ ' . . 

Prolongeons BR^ et prenons RL=:BR=:2a, et sur RL 
décrivons la demi-circônférende RMX;: cette demi-^^trcon- 
férence passera par le point M', à cause des cordes égales 
M'R et MR , et Ton auf a . 

arc MR = ârc MTR. et MÉ = M'E'; 

substituant ces valeurs dans Téquation (1226)^ on trouvera 

« = arc M'R + M'E'; 

dono 

«rrrarcAfR + \/siafi—fi^. . . (1127). 

Telle est l'équation qui existe. entre les coordonnées 
ÀQ = « et QM' = /8 d'un point M' de la développée. Pro- 
longeons maintenant (fig, 4^} l'ordoniotéç D e= aa d'une Fig |S 
quantité DA' encore égale à aa, et par le point A^ me- 
nons la parallèle A'I^ à AD , et transportons Vorigino A au 
point A'. Pour cet effet, soient A'Q' = / , Q'Mf. ^fi^ nqui 
avons pour l'abscisse 

A'Q' = At)— AQ, 

OU ' ' ' 

, m i=si circonférence géiiératrice'^ AQ, 
oa • 

. . « = Ta *-r «6 ; 

à l'égard de l'ordonnée /8', nous ayons ^ 

MV=A'D— QM'; 
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on tiré dé ces équations 



#=ira— «'. i8=:aa— 



au moyen de ces valeurs , Téquation (1 37) devient 
«rj< »--•#' = arc MTl*|. \/âaM^^-\ 



ou 



wa—mz=i arc RM'L — arc MX + V^(iM — fiC* 
,. z= ira — arc ]Vf L + \^^a§:—'f^% 



t - 



et par conséquent ^ 

•' == arc M'L — \/'^â'^^\ 

^ Cette équation est celle d'une cycloïde ; donc la déVelof)- 

pée d'une, ùyd^ïd^. est une at^e cycloïde* 

206. On peut démontrer de la manière suivante, par la 

Fig. 4^ synthèse , que la développée A A' (figî 48) est ttne cycloïde. 

■"Nôiwavbiis . • 

fttc Lktl-j-ÂEc ViWzxi^a ; 

> dciie. 

«rc LM' c=fc srtf -«- ftr)c RM' ; " 
* ffiiitt autre part, 

« 

arc RM' = arc MR = AR, art. 199 ; 
substituant cette valeur dans Téquation précédente , on ^ura 

♦ ' ^'afC LM' =i: îra — AR = AD — AR , 
ou 

,arcLM' = LA', 

ce qui est la propriété de là cycloïde, • 

Du changeaient de- la variable indépendante. 

307. Lorsqu'une formule qui contient des coefficiens différentiels cf|; 
donnt> I ou ^^* i**qt let éliiàioër qit'à TatAe de réqaaùon de la courbe 



DtJ CItANÔEM* DE LA VÀAïABtE INDÉPEÎÎDANTE* \^f 

\ ^fuelif on Tcnt appliquer cette fonnule) c^e^t ftiaftî qae, lorsqu'on 
a Ja fonnule 

et qu'on demande ce qu'elle devient lorsque la courbe est une parfibole^ . 

on tirera de Téquation f=.ax'^ de la parabole , les valeurs de ~ e( 

djt 

d*y 
ée -T^-^i qu'on substituera dans cette formule, et alors les coefliciens dif-> 

dv* d'y" 
fcrentielsen disparaîtront. Si l'on regarde t- ^t -r-^ comme des façon- 

nues , il faut en général deux équation» pour les éliminer d^une for- 
mule y ei ces équations nous seront données en différenciant deux Ibis 
de auitfl r^uation de la courbe. 

ao8. Lonqne, par les opérations de l'Algèbre , les dx. ont cesse d'é^o 
soua les d/* ^ comme daos la formule sniratfte^ 

dx» -H djr' — .^d»/ . '^* 

la substitution s'opère en regardant dx; d^ et d*y comme des inçoo'» 
nues ^ et puisque pour les éliminer il faut en général un pareil nombre 
d'équations , il ne sensible pas d'abord que Téiimination puisse s'effec' 
tuer, parce que la différenciation de Téquation de la courbe ne peù( 
nous prociuer que deux équations entre. dx, ày et à^y\ mais il faut 
remarquer que lorsqu'au moyen de ces deux équations on aura éliminé 
Ay et d*j^, il se trouvera dans la formule un facteur commun dx« qui 
«'évanouira. 

par exemple , si la conrbe est toujours une parabole représentée par 
Y s= tfx* i en différenciant deux fois de suite cette équation, on ob-- 
tiendra 

dj = laxdiX , ^ d*/ s= 'màx • 5 

cea v4l«turs étant substituée» dans la foriMile (i ^) , on obtiendra , «prit 
avoir supprimé le facteur commun dx* , 



309. La raison par laquelle dx* devient facteur commun est facile à 
fpûsir \ car; lorsque dAjw une formule qui Cfinienait primitivement j"^ 

10. • 
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dy* ci*K 

f t J-- y on a fait disparattre le dénominateur de -t— ^ , tout let ternies , 

hors ceux en -r^ eten-^^, ont d& acqnërir le facteur commun do:*; 
d*» ax * 

alors Icf termes qui e'taient. affectés de -r-^ . ne contiennent plus âx , 

ax* 

âr 
tandis que les termes qui étaient afièctés de r— renferment dr au pre- 

dy 
mier degré, car le produit de -=^ par dx* se réduit kâydx. Lorsqu'on 

différeucie ensuite IVquation de la courbe, et qu'on obtient des résultats 
de la forme d^ = Mdx, d>j^ =:Ndr>, ces Talcnrs étant substituées dans 
les termes en d*jr et en d^dor , les changeront , comme les autres termes 
eu def' produits de dx*. 

aïo. Ce que nous disons d'une formule qui contient les différentielles 
des deux premiers ordres pouTant s'appliquer à cdies dans lesquelles 
ces différentielles s'élèvent à des ordres supérieurs, il sait de là qu'en 
différenciant autant de fois qu'il sera nécessaire l'équation de la courbe, 
oh pourra toujours chasser de la formule proposée les différentielles qui 
y sont contenues. ' 

ai I. Il n'en serait pas de même si , outre les différentielles que nous 
venons de considérer , la formule contenait des' termes en d*x, en 
d^Xy etc. ; car, supposons , par exemple, qu'il entrât dans cette formula 
les différentielles suivantes^ àx, djr, d»ar, d«^, et qu'en différenciant 
deux fois de suite l'équation représentée par j- =^Jx , on en tirât ces 
équations : 

F(jr^)r,djr,dj:)=o, F(x,^,dx,d^,d»jr,dy) =o, 

on ne pourrait arec ces deux équations, éliminer que deux des trois 
différentielles d^,d«jr, d'y, et l'on voit qu'il serait impossible de faire 
disparaître toutes les différentielles de la formule ; il y a donc, dans ce 
cas, une condition tacite exprimée par la différentielle d*x} c'est que la 
Tariable x est elle-même considérée comme une fonction d'une troi-~ 
•ièrae variable qui ne parait pas dans lai formule , et qu'on appelle la 
variable indépendante ; cela deviendra manifeste, si Ton fait attention 
gue l'équation jr =fx pourrait dériver du système des deux équaitions 

a: = Ft, X = 9tf 

entre lesquelles on aurajlt éliminé 1 5 c'est ainsi que l'équalionjr=:a — ^7— 
revient au système des deux équations 

x=t/rfc, y^at\ f 



DU CHANGEM. DE LA VARIABLE IIÎDÊPENDANTE. ' l^S 

«t ]'on conçoit que xtiy doivent Tarier en Tcrtn de PacC^isscRicnt qiîe 

t peut receroir^ mais cette hypothèse j qae j: et j^ varient diaprés Tac- 

" croissement donné à £, suppose qu'il j ait dîs relations entre x et t , et 

entre j^ et t\ Pone de ces relations est arUlraire , car IVquation, que 

nous représentons en général par y ^x=fx , étant , par exemple , . . . . 

(x cV t^ 

yjz=z a > . , si l'on établit entre t et x la lelalîoh Arbiti%iv6 X'ss — , 
' ' -o* c* 

cette valeur étant mise dans Téquation J^=a ^ — 7— —, la changera en 

jr zzzza • — -^ , équation qui, étant combinée- avec celle-ci , jc = ~ , 

(x — <?)• 
doit reproduire par l'élimination,-^ = a . , seule condition à la- 

quelle on doive avoir éeard dans le choix de la variable f . - . 

• . .'•■■■ 

ai 3. On peut 4onc déterro^aA^>«bi^irapDent ^a' ^ribbfe indépen- 
dante r. Par exemple , on piendivaWiQfl^dAr)* IWc-i i^alBoisse on Tordon^ 
née pour cette variable indépendanle^.si £ représente J'areiHe la eouvbe,(<l 

faut que l'on ait «= i/dr"'-f-d^»^ «i « représente là corfliè, etquéTori- 

ginc soit an sommet de la courbe, on aura t = vx^-fy^î enfin, ^£ 
pourrait ^tre l'abscisse ou l'ordonnée, jet l'on' aurait alors f = x, ou 

3i3. Le choix de l'une de ces hypdthiftM on dertoviq inAi^idtfriéftt 
indispensable pour que la formule qui contient de^ différentielles, puisse 
en être délivrée ; si nous ne le faisons pas totijotirs , c'est que nous sud- 
posons tacitement que la variable indépendante h. été déterminée. Par 
exemple , dans le cas le plus ordinaire où une forn^ulc ne contient que 
'les clififé'rentielles djf , d^; d'j-, à'^y, etc.', l'iiypothèse <fst que U yariab)e 

indépendante t a été prise pour l'abscisse , car alors i) en résulte , 

. ; , » ■ *. j. ■ ' • ' ' . • ! 

et l'on voit qne la formule ne doit paf renfermer des différentielles se- 
condes , troisièmes , etc. , de- x,~ • ' — 

. ai4- Pour rétablir la £Drmule dans toute sa générali^érr il fa^t^^ dV 
près ce qui précède, que \r et y soient des fonctions fl^ûne trpîsièoio 
variable indépendante tj et quel'oii ait,^ art. 34, 

de dx di* 



on tire de c^ue éc[aatioiio 

421 
ar ée , , 

;£ = ^....(I39)} 
dt 

•prensnt U differeniieRe Mconde de j^, et opeVànt ttir le seeonH metnbrt 
comme on le fait pour les fractioiu, art, 19, on trouvera 

dx d»y_^dr d".r 
d*r _ It lîT de "ÏÏT , 

dx dj-v, . • 

dt* 

Dana cette expression , dt a deux usages ; l^nn est d'indi^er quelle 

Mt la variiiblB ind^^>«»da«efyi«t4'itMrir<d^é^fK«î'éomnie signtï d^AI- 
.gèWe. Noi» ^€mtàtt$ ne'coftiîâérti-mic «jut 8bu« le second rapport,' si 
I>ions ne peitions^as Heivne^^é^'ést la' variable indépendante j alors 

«upprlmant d^? Mmme fiMiifwvoroflaun , Te^résmi pn^cëdeoie sesîm^ 

piiflera'en ccrÎTant- 

do: dr* ' 

.«t iMi divifant par dx , <lfo<aeviéndt« ' 

.' , jy _^ dxd<y -^ dj-d*jr 

'' ^i5. Ktt o]k?raiil aemëmesuriyqultioii(i4^^^ on voit ^u'en prenant f 

•'pour variable indepenilante ,' le second niiBmbre de recjuation devient 

ideniiquc an pi'etiircr;' par* conséquent, lorsqu'on prend t ponrvariabie 

indépendante, on n'a qu'un seul changement à fiiire dans la formule qni 

contient l^s Qo^lBcienj tiffiirtrtltèl? ^ «f |^,^ d« rcmpUccr ça 

second coefficient diiSerentiel par 



• 

nxà*y^dyd 



*x 



djti 



"•• t 



-Pdur HppISqntft ortîboTiçlàe^a lions au rayon de coujrburc qnij wt. iB^ 
'bidonné par'l'^ation ' = ' . •, ^ 






( 



DU CHANGEM. DE I^A VARIABLE INDÉPENDANTE. iBf • 

ai Ton veut aToir la valeur de > , daiL».Ie .cw oii t.sçfait |a yî|iiftbfc indé- 
pendante! on changera celte équation en. 

^ ârd'y — d^d»r ' 

•t «m ofcMrvmnt qUc le mmi^iénr retient à :-^ — C ■ /' ' ^i 9 »<» •«• 

^=:Il£!±ML...(,3o). * 

^ dird^r-Kir'^ : • 

ÎI16. Cette "valenr de y suppose donc que x et ^ sotesciite fohcÂ 
lions d'une troisième variable indépendi^nfî ^ piais si ar devait être cette 
variable, c'est-à-dire si l'on avait t=zXy on aurait d»x=o, et cette 
^nnulef ei^na^çaÂtjd^B^ le ça^ ^r^ii^Bç^ffii rt^^^fVW^ , 1 )•. 

t. t .| -.i . . ij fin , '«.. j^ •' 



.',••••• «T 



117. Mais si, au lieu de prendre ar pour la variable indépendante , oti 
voulait que l'ordoMwe fût-celjc variable i«dégendant(^ , cette condition 
serait exprima 'pat r«q«atî«* jc.=»£ » et en di^«nci;uil.4ew.^ois de 
suite cette équation , on aurait 

iîiftvprwm*6e 4» çel «i^iMf|io»8,fOUJ|.di^ l^uJwi«?^.'qn#.r'<Wfe*»^»ïf**We 

nous montre çme dy doit être nul , et alors l'équation (i3o) se réidluU à ' 

4 . . -f 

. ' . • ' • " • '. . * ■'. * f\ 

ai8. 11 est îi remarquer que lorsque x est la varuiEIe mdépewianie , 

«t que l'on a par conséquent à*x = o , cette équation nous dit que dx est 

éoTfirt^nt ; dSWi « MÛqt^^i^éni^l^ ^àrUm , ^-«it^^égltt&éc !dofem# 

iûdépeûdwèe^ al !tDuipw*,«ûff diS^?»ciçlk:Ç^nfl|ft«^i ^ : ; -vJ fî 
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919. Enfin, li IVn prend Faicpotir Tariable mdëpendantt, on anr^ 

df =5 l/dx'+dj'»; 
derant an carré et dÎTÎfant par dr*, cette éqiiaiiQia nooi donnera 

d*« dr« _ 

dU K ra n ciant'cetie équation , noua regaiderona, art. 318, d< comina eon* 
«UDt , paifqvc ( ctc la variable indépendante j et en opérant diaprés 1^ 
r^e dcf cipotan»^ aont irotaTeroot 

d<* ^ d*» • 

4^oiil'«itiw ' > • . ^ ... ^ . ' 

d*i»x sat — d)^»jr j 

par conséquent, «i l^n «ibfcfihMr k Talrar de- d*dr on ceHe de d*jr dini 
l'équation (l3o}« on, aura dam le premier cai, 

1-=(d];n^-dl^)^=^ 'd>jr ^ ^^ 
ft dans 14 second caq , . 



\ > T 



'^ (dx* -h dj-*) d'x ^ d«x , 

f 

aïo. Dans ce qui précède, nqns,n'avonf considéré que les deux coefi-. 

dv <!*♦*• 
^ciens difiifrentiels ^ , j<^ ; marn èi la foqnnfe derait contenir des coef- 

fieiens diiRAMitieli dMtdres plus élevés, il faudrait , par dès ttoyeiif 
Mialo^es k oeta '^W ivoua aron^ ctn^oyés, ééte^ittèr- l^yatears da 

d^r- d*y"" . ■- Vf' ;.. 

r^ne jr*j> etc., qui se rapporteraient au cas oh x ety tont des fonc- 
tions d^une troisième variable indépendante. 

X 

^ j^e /â méthode des infiniment petits., 

« - ■ ' : . ... . ■ Il . i . t . * . • , 

sai, Lea notions. <|a«iiovs. avons jd^riofini se réduisenjt 
4 cette propositîbn ; Vue quantité n'cBtfaà infinie k)|:«qa>Ua 
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«st susceptible d'augmentation. Par conséquent > si Ton a 
x + a, et que x devienne infini , il faut supprimer a y au- 
trement ce serait supposer que x peut encore s'augmenter 
de a , CQ qui est contre notre définition. 

saa. Cette proposition étant fondamentale , j*ai cherché 
à la démontrer d'une manière plut satisfaisante , comme il 
suit. 3oit l'équatioii 

a X 

4 

en la multipliant par le produit ax, on çbtient 

Cela poaé^ supposons que x derienne infini / la fraction 

~ ayant atteint son demies dearé dedécroissement> se ré-« 
^ ' . ' . ■• 

' duit évidemment àzéro ; alo^s l'équation (i3i) devient 

a 

Cette valeur étant substituée dans l'équation (i3a)j^ oq 
obtient 

.ce. qui montre que quand x est infini a: + a s^ réduit à x^, 

. 3a3^ La quantité a , à l'égard de laquelle x eât infini» 
est ;ee -qp'on appelle un i,nfinimerU p^t^., p^M^ rapport 

v;»!d4* Comniç.qous ne tx>nsidérons ici que ]ea rapport^ 
des .quantités y 'te djéâiosslration précédentç^ ^ I^eu lo^ 
onéme q^e o^ra'cunevaWr finie ^^ pouryu^ seulen^ent qu^ 
X soit infiniment petit ^par «rapport à a?. La théorie d^ 
fractions va n0ii9Kemr encore à rendre sensible cette vérité* 
, ^ effet ^ si Ton compare l4 qualité finie b 4 la &«ctigia. 
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-, il est certain qae J)lu8 le' dénominateur z augmentera , 

plua la fira{;tio9 diminuera ; de sorte que quand z deviendra 

in&ni, cette fraction deviendra absolument nulle; et, comme 

telle I, devra être supprimée devant b, qui alorâ sera in&ni à 

b 
regard de -, 

aa5. Quoique deux quantités soient infiniment petites , il 
ne s*ensuit pas que leur rapport soit iiulj tar 

' 00' co 

On sent d'ailleurs que deux quàn^t^s Infiniment petites 
penv^ ^ c^xri^uir cjommjç deux..qii5Uiti^é3. trèar. gc^njie.» j 
ainsi y en représentant deux quantités infiniment petites par 

ôx et par d^ , il suit de là que leur rapport -~ ne sera pas 

nul : résultat conforme à celui que nous avons obtenu par 
la considération des limités »_ - 

aa6. Lorsqu'une quantité x est infiniment petite, par 
irapp^rt k. une g^açtd^ui: fifûe <^ > .le çairé o^ «st ifi&axf^^r$. 
petit par rapport à x. En effet, la proportion 

ifôùà'pt^itfVfe^é x* est rçiïféhnê dans A^a-atant de ïôîgi que 
d? l'est '4ânê VniÊiKji^ e^est-^-^iie 4m. noiAto< infiiii de ibis. 
^n idéméitroi^lt de même., à Taide^^ Iw'^oportioti 
a; I X* :: x* : a:^, que x* étant infiniment petit par rappoft 
«â jt i lè^terine af^ àoit être înifinte^ft péïH*p«Pittppiori à'\r* ; 
*é'éfst pat éiBtte raîscm ^qu'ën a 4itHfii4 fes iAfiBiià^iitr{mtits iêa 
^^fflféî-ëas ordres" ':'îaîA!ri/4iaiis4es»èk^Hïf)fes-piiéttW fc 
est rtÂ itïfeiknent'pkit Ai^iteftfi^r tir*reV'â^-iébt:Ûn'ï»fim- 
•mefnt^ petit» du second' oi^direi, dt?^'«l'4ittofo pefet- du 

troi^èfoe <*l:<i:e'i ainsi d^^ '^Ufe ^ •>•.« ■.>3 r > I ': ^' > :A ^ 
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22/. Obfieryons qu^ si x est inEniment {>«tit par rapport 
à a^ il en sera de même de x multiplié par une. quantité 
,iiiiie b. En effets x pçuvai;^ être considéré comme «uQe^frae- 
tîon dontle déagminateiir serait infini, on peut reprétentor 

c . *, » c bc . / « 

X par — ; of, que Ion ait — ou — , ces quantités nen 

aiont pas moins nulles par rapport à a. 

ad8. De mêjn«t qu un inSnimeyit petit du priemier Ordre 
doit être supprimé Içr^qu'^I est à. cqté d'une qiaaplitê fi^i^» 
qu il ne peut augm^nt^,, on ^o^t.efTacer ua infinimient petit 
du second ordre, qui serait fi.côté d'un mfini^ent petit 
du premier ordre ; ainsi de stti,te,« . 

Par exemple , si Ton. a.cette expressic»^ 

•t vp»y seàt xm inimmentpp^titdu premier ordr^^ cy* en 
stra un du second , «t A^ eïi $ëra'iiii dtf troisième : il faut 
donc df&u^er à^y parée ^ue^d)^ n^ peut augmenter cy»; et 
comme cy^ ne peut augmenter iy, on i*effaceraf à s6n ttiit ; 
^ enfin y on effacera ausdi byy puisque' eet infinimant petit du 
premier t4«'âre ne peut ^ugmentter la quantité finie a, ft il 
restera a; 

iftî2^\.D«nc ^pKuitlté» iftfifiimcBt petites x et y, donnent 
pour leur produit, «n infiitiment petit dii second^ ordre. En 
. effet, ,dsi. produit jî^!^ lire la propôrtio» * 

- \ ■ ' \ \ \ I 

■7 , , -M— . • » _ ... — 

ce qui m'apprend que puisque y est infîïfîment petit par 
rapport à 4 j içy^^era igiÇjjt^ipent :petit,yar rajpport à x, o'cgt^ 
à-diré sera un infibûnent petit du second ordre. 

a3o. On prouverait de même qùé* îe'^ôduit *' 'trois iè- 
finimant pe^|»7diLprcKinie| qç4çÇ ^ot^«t»i^iitfi»wa»t petit 
4» troisième ordre. 
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flSi. Ndu3 pouvons maintenant expliquer la théoriç de la 
différenciation^ d'après ]a méthode des infiniment pètitd. 
Pour cet effet y si on suppose que dans une fonction de or 
la rariàblë x prenne' un accroissement infiniment petit, re- 
présenté par dr, en aorte que x 'devienne x^àx^ la 
différence du nouvel état au premier j sera la différentielle 
de cette fonction. 

^a. Par çxbmple , pour trouver la différentielle de nx , 
cette fendtion devenant a{x -4-Âc) tsax-\- adx , si on en 
refiraMbécra;; il i^esteratfdâ? pour là différentielle. ' 

aSS. Cherchons encore la différentielle de ûx^ ; il faut 
donc de a(x + dx)^ retrancher ax^\ développant et rédui- 
sant, on trouve &àborà Baâ^àx ^Zàxàx^ + aàx^. Cela, 
posé, aàj^ étant ua iofiniment -petit^du troisième ordre, 
ne peut augmenter Sordo^*, par conséquent, on effacera 

,4i,àx?;,de fnéme. 3^xd^> q^î est ud ibfiaînMnt p«fctt du 
fécond çrdre 4 dojit êtrie supprimé, parce que 3«j:?da(7 lest 
un infioiiuent petit du premier ordres, et jl reatena.Soar^dx 

. pour la d^S^ériîDtieJlieK ..... 

â34. On âifféren«îeiîà^ d'après iemêhie prîhcîpe, toute 
'. avike fonction de st, en ayant le sbin df^ ^{)pFitilèries Infini- 
ment petits des ordres supérieurs , ce qui se réduit à ne 
conserver que. le preaiîer teriâieidià dével]9p|>nt)ent> ainsi 
, gu>a le fait par Ja. méthode des timites.' : 

Par exemple , pooti trouver la différentiaUe de/jc , au lien 
d'écrire 

/j£±^)z:É = A + BÀ + C^» + etc... . 

lout, dafls le cas de )a limite, doane -T~.dàr=Àdj: pour îa 
différentielle, on aurait / • . , . 

f{x + Axy ^}x -^ Adi: + lAo^ -pCd*»^ 4- etc. ;. ' 
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•retfancbant la fonction primitive^ il resterût 

Adr 4- Bdx» + Càx^ + etc. ; 

et comme on devrait supprimer les infiniment petits des 
ordres supérieurs , on ne conserverait que le terme Aàx , 
qui serait la dilTérentielle cherchée, 

a35. Pour trouver la différentielle du produit de deux 
variables ,y,Zy on supposera que quand x devient j; -f- dx, 
y devienne j'+dj', et que z devienne « + dz. Le produit 
yz se convertira donc alors en (y + dy) (a-^ d&); déve- 
loppant et retranchant j^a , il restera j'dz -f- zdy + dyds* 
Le dernier terme de ce résultat étant un infiniment petit 
du second ordre , devra s*eiFacer , et Ton aura , pour la 
différentielle de ys^ , l'expression j^d«.-f- zdy, 

a36. On déduira ensuite de, cette dernière différentielle, 
celle du produit d*Un plus grand nombre de variables , et 
ensuite celle de x**y par les procédés que nous avons suivis 
lorsque nous avons employé la méthode des limites. 

237. La différentielle de a* s'obtiendra aussi très faci- 
lement, lorsque l'on aura le développement de a*"*"***, et 
ce développement se trouvera comme celui de a*"*"\ ar- 
ticle 36^ on cherchera ensuite la valeur de 0*+*** — «*, et, 
ne conservant que le premier terme, on rejetera les autres 
comme des infiniment petits d'ordres inférieurs à celui du 
terme que l'on conserve. De la différentielle de a^ on dé- 
duira ensuite , comme nous l'avons fait , celle de log x. 

238. A l'égard de la différentielle de sin a;, on a , 

sin (x -f dx) — sin x=sinx cos dx -(- sin dx cos x -^ sin X; 
Tare X étant infiniment petit , 

• cos dx = 1 , et sin dx = dx j 

au moyen de ces valeurs, on trouve < . 

d.sinx =dxcos X4 ' 
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fl3g. Le problème des tangentes a donné en quelque * 
sorte naissance au Calcul différentiel. Yoici de quelle ma-i 
nière on résout ce problème par la méthode des infiniment 
petits. 
Tm» 4". Soi^ût PM et PTML' (fig. 4?) * deux ordonnées infiniment 
proches , et MO une parallèle à Taxe des x ', la tangente 
MT pourra être considérée comme le prolongement de Vé-^ 
lément MM^ de la courbe, parce que cet élément étant très 
petit I est censé être en ligne droite. Nommons' ÀP,x"-, PM,^; 
l'accroissement de x sera PF = dx , et celui de y sera 
M'0=d^. Le triangle infiniment 'petit MM'O étant sem- 
blable au triangle MPT, on a 

MO : MO :: mp : pt, 

ou 

àyZdxllylVT', 
donc • 

««n dr • ' 

On trouvera ensuite la normale, la tangente, et les équa- 
tions de ces lignes , comme dans les art. 70 et 7 1 . 

s4o* Pour avoir la différentielle d*un arc, on regardera. 

Tare compris eûtre les ordonnées PM et P^M', infiniment 

proches , comme une ligne droite ; et alors , en nomrmant 

^ Tare total j MM' sera df , et le triangle rectangle MM'O 

donnera 

MM'* = MO» + M'0% 
ou 

d^* = dr* + djr* ; 

tirant la racine carrée , 

d^===V/d^F+dy*. 

341. La différentielle de Toro d^oneeonrbedoiie le» coordonnas flonr 
polaires, fe trouve aossi très facilement parla considération tles infiniment 
Fîg. 8a. petits. En effet, soient (fig. 83} Rfl^ et MJS, deiU arcs de cercle décrits 






\ 
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^UQ iKvte le rayon i ei l'autre .avec le rayon u , dans Pangle infiniment 

petit M^AM; formé par deux rayons vecteurs j le triangle I^M'M pouri^ Fig. 83. 

^tre regarde' comme rectiligne et rectangle en Nj^on aura donc 

« 

«t en observant <jue lVl'Pl=;?dtt, et /que MN est égal kuàt, en vertu <1« 
là proportion 

1 : d^ :: u:MN, . 

nous pourrons remplacer KM^et MIH par leurs valeurs j et, en mettant 
ds à la place de MMf, nous aar<#ns 



Le même triangle MM'^, comparé au uiangle M'ATi nous fera obte- 
nir la 8ou»-tangente d^une courbe polaire par la proportion 

M'N : MN ; : AM' ; AT, 

ou, en remplaçant AM' par AM, qui n^en difi^re que d^uu infiniment petit, 

d« : udt :: u: AT; 
d^oîinous tirerons ^ 

dtt- 

De la méthode de Lagrangè pour démontrer les 
principes du Calcul différentiel^ sans la considér 
ration des limites^ des infiniment petits ^ ou de 
. toute quantité évançuissante, 

524^; Noua ayoDs vu de quelle utilité était le théorème 
de Ti\}'lor lor^qu on voulait développer de^ fonctions ea 
•éried. Lagrangè ayant senti qu^ les principes de la dilTé^ 
renciation étaient renfermés àskiis ce théorèo^e , parvint à 
le démontrer sans faire usage du Calc^Vdifférentiel ^ par Ma 
, procédé (fuenou^ allons modifier d^ la wanière suivante : 

Soiit^pp:/(a?+A); par la i^^ture 40.<:ette fonction, il 
faut <|pe loraqWon fait A=:o, /.(r 4" /»).«« «"éduise à.fa\ 
C^^X ce qui âiiTâ lien si la part^ç q/u^i jf oi}ti^t h dans cette 
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équation > est un multiple de h. Repréientona-Ia par PA^ 
nous aurons donc 

P pouvant être une fonction de A ^ si nous appelions p ce 
que devient P lorsque A = Oj et Qh la partie qui dépend 
de A, nous aurons encore P =p*f-Q^> ^^ continuant ce 
raisonnement on aura cette suite d'équations 

jf=/x + PA, 
P = p + QA, 
Q = (/ + RA, 

etc. etc. , etc. 

Mettant la valeur de P, donnée par la densdème équation, 
dans la première, il viendra 

y=fx+ph + qh^; 

mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la troi- 
sième équation , on aura 

y=fx + ph + qh^ + Kh^', 

•n .continuant ainsi , et en mettant f(,x + h) à la place de 
y^ on aura en général 

^(x+.A)=/jc+pA+7A» + rA^ + 5A*+etc...(i33). 

343. L'expression f(x + A) représente , en général , la 
fonction qui n'est pas encore réduite en série ; si dans cette 
fonction on changea en x+ i, on aura le même résultat 
que si l'on eût changé A en A + i. En effet , cette fonction 
ne pouvant renfermer x sans que cette variable ne soit 
suivie immédiatement de A, un terme tel que A(r4- A)*^ 
par exemple , lorsqu'on aura changé x en x-f- i, deviendra 
A(x + î + *)"> quantité qui est la même queA (x + A + i)* 
qui résulterait de k lobstitution de A -^ ^ 4 k place de h^ 
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âans ta fonction A(j7 + Ky* ; ce que nous disons de ce tenne 
devant s'appliquer à tous les autres, il s*ensuit que> dans 
les deux ïiypothèses, le premier membre de Téquation (i33) 
donnera lieu à des résultats identiques ; d*où il suit que le 
à^yeiop^eiûént fx '^ ph -{- qh^ + etc. , àoimerz le même 
résultat en remplaçant a: par x-f* i, oM h par A + '» 

244* En substituât d'abotd h+ikh daiiafx+ph 
-+ qh* + etc. , on aura 

et en écrivant seulement les deux premiers termes de cha-» 
cun de ces binômes , il nous viendra 

fx+ph + pi + qh^'+îiqhi + fh^+ZrhH'^etc.... (i35)* 

Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de xkx-^i^ 
dans l'expression fx 'jrph + qh^ + rh^ + etc. , observons 
que dans cette série , h étant en évidence ^ cet accrois-* 
«ement n'entre pas dans fx et dans les ooefliciens p, q, 
r, s , etc. , quantités qui ne pouvant donc renfermer que x ^ 
en doivent être regardées comme des fonctions ; et puisque 
l'équation (i33) a lieu pour toute fonction dea:^ la substi-* 
tution de x + i k\SL place de. a? .changera 

fx enfx+ pi -+- qi^ + ^f^ + *»^ + etc. , 

^ p en p + p'i + p"i*. + pV +7»'»r4 + etc., 

q en q + q'i + ffi" + (fP +^q^H^ + etc., 

r en r + r'i + /i\ + rV 4- r'H^ + etc. , 

5 en 5 -(- /^ 4" ^^f* + ^'P + **"*'* + etc. , . 
etc. etc. etc. etc. etc. etc. 

II n*est pas besoin de prévenir que par les lettres accen-* 
tuées > nous représentons les çoefficiens des différentes pùiaf^. 
aances de idiiPd ces développement» - 

..-.n-: ....... 
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En «ubstituant ces valeurs de fx, àe p, de q, de f^ 
de s , etc., dans la suite jfaf+pA + flfc* + rA^ +etc., nous 
obtiendrons 

fx+pi + ?*>+ rP + etc. + (p 4-p'* + P^i* + etc. )fe 
+(?+<7'*4^''*M^t«*)A'4<r4^*+^V+etcOA^etc....(i36), 

A45. Ce développement devant être identique (art. â43) 
à celui qui est désigné par -i35 , il faut que dans ces déve- 
loppemeos y les termes qiïi tontieiuient' les mêmes puis- 
sances de h soient égaux (note 5€coircIe); par conséquent^ si 
nous comparons les termes affectés éehi , de hH, de hH, etc.» 
de ces développemens, nous trouverons 

'p'=zaq^ (f s=z5r, r' = 4j,«tc.é .. (157). 

fi4&. Nous ^vons vu , art. s44 » <P^^ P ^1^ en généiral une 
fonction dex ; représentant donc p par/^x , et nommantf*x 
le terme qui multipliera le coefficient de A dans le développe^ 
ment def(x+h)\ nommant de mèmef^x le coefficient de h 
dans le développement de/^(x-f-A), et abside suite ^ nous 
aurons ces équations 

• ' ■ * 

f (x + h) =/c + hfx +ierm«f énh% en h^etc. . . 

f(x ^ *) w/'x*^ Af X -^ t6rmei«n^b?, en V, ^c- ( ^ gox 

/*(x + ft) »/'^+ ftf x+ Urmesenh\en h^ etc. f" 
çtc* . etc.. etc. 3 

fl47« Par typothese, nous avons, art. ^46 , pz=fx\ 
donc-y si dahs cette équation on fait x= x 4- A , on aura 

p + p' A + p-A* +p*A» + etc. =/'(x + A)...(i39) ; 

^mettant dans cette équation la valeur def^(x+ A), donnée 
par la seconde des équations. (1 38), nous obtiendrons 

P +p'h '4^pî'A»+ etc. =fx+hf"x + termes enh^ en h\ etc. 
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Cette équation ayant lieu , quel qoe soit h , il faut que les 
termes des mêmes puissances de h soient égaux ; donc 

<îette Tàleur de p' changera la première des équations {tSy) 
«n f^x as aç ; d*où nous tirerons 

... 

8i dans cette équadon noua changeona x en x+h , il viendra 
y + fl'A + 9'*» + etc. = i/»(jc + A) ; 

mettaiit à la place de /"(« + h) son développement donné 
par la troisième de» éqnadona (,38;, nous aurons 

.Ç+'fh+<f'h'^tc.=i(f'x+hjrx+termesenh'enV,etc.)i 
comparant les tenues qui multiplient la pr^jère puissance 
tle h, «MIS aurons ^ =i /"ar, raletir qti étant mise dané 
la seconde, des équations (137) , la chsigera en ifx sa Zr 
d'où l'oli tirera ' 

en continuant iiinsi , nous trouverons successivement tous 
les autres coefficîens de Féquation (i33) ; substituant dané 
cette i^oation les valeurs de p > de ç, de r, etc., nous aurons 

•f(^+.'^)=-/'-+''/'-+î^r-+^r^+etc..04o). 

I 

848. Si l'on considère mûntenant la première des éona- 
Uqns (i38), on verra que/'x étant le coefficient de A dans 
d*./?^^^°^^'r"* de/(x+A), est ce qu'on désigne par 
•j- ou par ^ 5 de même, en* coraidérant la seconde des 

équations (i38), on reconnaîtra que le coefficient /"x de 
la première puissance de h, dans le développement de 



M.. 



/ 
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ÎTC^^r^) I ^o^* ^fr® représenté par ^ — , c'est-à-dîï'c p& 

* d«t? cl*v 
--5 — = -r-^, et aiiui de ôuite ; par conségaent, en mettant 

ces valeurs de^x, àefx, ^ef"x, etc. ^|^ansréquation(i4oX 
on trouvera 

/(x+^-)=A+|fc+g^+Sâ+etc.... 040. 

^ * • 

^49* ^*®st ainsi quon parvient à la formule de Taylori 

sans faire usage du Calcul différentiel. L*éxpressibn -^, qui 

entre'dans dette formule^ est le signe de Topéràticm parla«- 
quelle on obtient le coefficient de h dans le développement 
deJXx+h)idè3 qp/sce coefficient est trouvé > les expressions 

d*v d^v 

-7-;j, SÔ» ^^^'^ "°"^ indiquent que la même opération ré- 
pétée ^ nous fera connaître les coefficiens des autres puis- 
sances de h ; de aorte que nous n'avons besoin que de con-«^ 
naîtra , par des moyens tirés de l'Algèbre > oe que doit êtr^ 

j^ pour chaque fonction. Par exemple, si Ton demandait 

guel est -^, pour la fonction ce"*, on développerait (flC+Zr)* 

par la formaledu binôme, qui donnerait ^"^^«^""'A+etc.; 

et comme 1^ devrait indiquer le coefficient de la première 

puissance de A ^ dans ee développement, on aurait ;: 

^snu?"""*. Ainsi, tout se réduit & pouvoir trouver, par 

des procédés analytiques , le développement des différentes 
sortes de fonctions que 1* Algèbre peut présenter ; ces procédés 
ne sont pas différens de ceux que nous avons* fait connaître 
pour développer les diverses fonctions qui, par leur combinai- 
son, donnent toutes les autres ; c'est ainsi que nous avons donné 
les dévelpppemens de a^****, delog (Cx+ A)i ^^ cos (or+ft)^ etc. 
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s5d« Voilà donc une troisième méthode, d*après laquelle 
tes 4>riiicipes/dur Calcul différentiel se trouvent démontrés 
^'une manière . indépendante de (tonte considération de li-« 
Wtes,. d^in&niment petits, ou>de quantités iyanouissantes ; 
mais cette métbode ne peut .néanmqins . exclure celle des 
limites , farce que lorsqu'on en vient aux applications^ et 
qu'on veut; par exemple , déterminer les volâmes , ou len 
surfaces^ rectifier les courbes, ou obtenir les expressions 
^es sous-tangentes > des sous-nbrmales , etc., on est ton-* 
jours obligé de recourir aux limites o\k aux infiniment petits. 

â5 1 . En considérant les développçmens de» diverses fonc<» 
tions (x + Â)*, a*^S- log(a?'+'ft)i'Sitt(xrf-A)', etc», que 
l'Algèbre nous offre ^, comme ces fonctions sont en nombre 
très limité , il est facile dei reconnaître que , dans leur^ dé- 
Teloppemens , ^e coefficient de la première puissance de H 
n'est ni^ul , ni Infini, du moins tant que x conserve sa va-^ 
leur indéterminée ; c'est d'ailleurs ce qui résulte dé la dé* 
monstration piiécédente. £n effet, si^pposo&s qu'on eût; 
p =;: p dans l'équation , 

f{x + h) z=zfx+ph 4- qh^+ rh^ + eta.^ . 

il' arriverait deuxcas : ou la valeur de*a:, que renferme p; 
devrait être donnée par une équation identique, ou par une^ 
équation qui ne le serait pas; dans ce dernier cas, p = o 
représenterait une équation d'un certain degré , et cette- 
équation ne donnerait qu'un nombre limité de valeurs dé 
X y ce qui serait contre l'hypothèse , qui admet pour a? une 
valeur quelconque ; mais si p=o > c'est-^à-dïre ûf^x==o était 
une équation identique eif x (*;), faisant a;=x-+'A, on 
aurait encore y^(jî+fc) = o; et comme A- entrerait par- 



^o* 



(^) Le cas oh'p ne contient pas x est compris dans celat-ci f car st la 

▼aleur de p , qui est nulle , est repr<fsentée par a *-« a , on peut la coq*. 
«Jderfii;:coimne a ^ jc *r (a •^jc)», .. 
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tout OÙ entre x^ cette équation , considérée par rapport à 
ht icrait encore identiquement nulle , ou, en d'autres, termes» 
cette équation aurait lieu quel que soit A ; il en serait donc de 
même de son développement qui> d'après l'équation (iSg), est 

p+p'h +p'A»+p'A3^etc.=:o; 

mais lorsqu'une 4<iVAtion de ce genre est nulle i indépen-» 
damment de A , il £ant que les coelEciens des différentes 
puissances de h soient nuls séparément {noie secondé) ^ et 
que 4 par cœiséqnent ^ l'on ait 

p' = o, p''=:o, p*r=o, etc. 
En substituant ces valeurs dans les équations 

p' = fl(/, p^rs 3r, p'r:: 4^, etc. , 

qui résultent de l'identité des termes affectés des mêmes puis- 
sances de ih , de i^h , de Ph , etc«« dajss les suites i34 et i36 > 
on obtiendrait 

^=Of r=o, 5=so, etc.; 

et, comme en outre p = o , Téquation (i33) se réduirait à. 

i}. faudrait donc que !r4-Ai biîs à la place de a:; ^ ne cban-*. 
geât pas la fonction ^ ce qui exigerait que cette fonction 
fiit identique ou constante; car on sait que si^x était , par^ 
«xemple, de cette forme je*— r*, ou de celle-ci > c + x* — x^, 
la. substitution de a?-{- A à. la place de x donnerait toujours, 
le même résultat , et Ton voit que , dans le premier cas ». 
la fonction serait identique, et dans le second» se réduirait* 
4 une constante c. Il suit de ce qui précède , que le coeffir 
cient de la. première^puissance de ^ ne peut être nul d^ns. 
Ip développement général de/(x-^ A)* 

Il ne serait pas, moins absurde de supposer ce coefiîcient 
ipfini » car le second membre de l'équation (i33) devenant, 
ilifini.» le premier, membre le serait. aii9si> c'est-'àHlîre.quvOa; 
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aurait /(a: +f ft) ?== 00 ; et comme f{x + A) est composé . 
en a:-f- A, caoimefxVestenx^ letermequî, dans/(x + A), ^ 
tendrait cette expression infinie, devrait rendre aussi infini 
fx^ Par exemple^ sïf(^x + h) renfermait nn terme tel que 

Cx^h}^(a: + h) ' 5''* ««t *»W, il estiTident qu'on dp^ 

A 
Trait avoir daps /j? , le terme " «■ , qni serait aussi infini. 

a?—- 47 

Il suit de là que la fonction proposée serait infinie^ ce que 
nous ne.supposons.pas« 

ûBa.. LjB? expressions fx yfx , f^X^ etc. , sont te que 
Lagrange appelle la yônct/o» prime ; \^ fonction seconde y 
la fonction, ti^ce y etc., àe fxy et en généra],, en sont le» . 
fonctions dérivées. X^grange indique .aussi les fonctions dé<* 

rivées .d'une autre manière , en . remplaçant ^«21 par ^'', 
^^ par .y, T^ par 3^*7 çt ainsi de suite. _ 

Des £0$ où la formule' de Taylor est en défaut. 

353* Ea.g^^aly loraqae dan«nne.fo^c^on àex oo met x+h à la- 
place ide 4? , Ift forjqite de îfi foi^çpon. r^ste la vnème, puisque ar -f- A entré 
partout oïl «Jtait x ; ainsi , lorsque fx repfermc ua ra<Jical ^/C* + h) 

doit aussi le renfermer : par exemple , si l'on 9 .. 

' ' ' : • •• 

et 
fxz=zhx^^~i9 

yx 
XomèoiA radical se tronv^era dans-rexpression . 



Ss*. 



354* Il '^tin Sentit pas toujours. de même, si Ton donnait une Talenr. 

, ' ■ ' ■ . S- 

particulière à jr ( je .veux dire, déterminée ) : par exemple , si yx — a 

entrait àvDnfxy Ufau^raitque fÇx^h) contint le term« • 

' > ' ' ' s ' ' ' 

s. ;. 

w* rhyportiike de x s.i^^feqût <i»upuir k* ^ « Çoî se. tronfie dans. 
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fx , undis que U même hypothèie r«fdairait le terme V x — a -^A/qnî 

3 « * . 

entre dao»/T-fA), à V^A=r *' : le dëTcloppemcm de /(x-hh) con-. 

tiendrait donc alors nn radical qni n^existerait pas dans^ , et ne pour- 
rait se développer saivant les puissances eniières de h. 

Ceue impossibilité ae nûnîlètierait par les. valears infinies que pren- 
draient les coeffidens différentiels : par exemple , si l!on savait Téquatioi^ 



tuk troQTeraitf en la différenciant, 

àr 1 



= 5(x— a) 3, 



^Vix-rra)* 



et Ton Toit que la râleur de ce coefficient différentiel devient infinie y lon^ 
qu^on fait x^a. ' 

• a55. Soity en général ^ * 

/<a+fc>=A+B*+Cft«+DA»-K.M*"-rtiA, +etc... (i4>).. 

Le développement quVn serait cen^é obtenir en faisant x=^a, et danA. 

lequel n + -' représente une quantité qui tombe entre n et /i -f- i ; on . 

z 

Xa. démontrer qqe le coefficient différentiel de Tordre n -f- 1 est infini. 
Pour cela , en regardant a comme une variable , nous savons , art. 55 et 
54» que l^>n a 

da **— as ' ' ' d«» '^~à^ » «te- 043). 

]3ifi«rrencions sucoesiîvementpar raj^rt à A , l'équation f 14a) , et repré- 
«cntons , pour abréger, par M', N', M', N", etc. , ce que deviennent aIor« 
les coefficiens M et.N.; not|8 aui^pns 

âÛg±^ =^B+ 3C&,+3DA«... + M'At» -*- N'A* * -f- etc. , 

•**^« etc. etc» etc.; 

templaçant les pTemicr» m«mbrea,de^ cet dexvûères équationi par lenst.. 
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Yalenrs ilonneea par fes ëç(iiatiôns (i43) , nous obtiendrons 

^^^A^^^ ' = ^C + a. 3D* + M'A-'+N"* ' -f ...(i4.5) ;, 

etc. etc.*, etc. etc. ^ 

jÇiiisant A=:o ^dans les éf^oations (14^) , (i44) ^^ (i4^ » «te. , on a 

Cela suffit pour détenniner les coeffiçiens A, B^ C^ etc. de l'ëqnar-. 
tien (143)* 

Cela pose , diaprés Tinspection àes éjuations (i44) ct(i45), on Toit 
que chaque différenciation diminnant n d'une unit^ , lorsque nous serons 
i^rrivés à la /!<>«"• différenciation ^ nous aurons 

^t, à la différenciation sniyiintje, nous trouverons 

Cr , - ëtant moindre qu^ Tunitë , - — t est un nombre négatif : on poorr* 
donc écrire ainsi IVquation prëcédeace, 

d"t'/(g4-A) R 4rgtc«. 

par consj/équçnt , Iprs^e nous ferons A == o , pour déterminer le coeffi<» 
cient de Tuniles termes de Te'quation (i4^) 9 nous trouyerpns^ 

d«+VfÇa^_R_ 
da"+» o ' 

il^en sera de même lorsqu'on Tondra déterminer les coeffiçiens différentiel» 
d'un ordre supérienit, -. 
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Il r^tnlie de ce théorème , que lonqu'onfait x = a , dans le déuelopr 
pement de £(% +fc) , *'i/ existe une puissance fractionnaire de h dans 
ce développement , et qu'elle soit comprise entre les. termes affectés. 
40 h* et «le h*'*"^ on nepourrm déterminer les termes de la série de 
Taflor, que jusqu'à Perdre n inclusivement : tous Us. autres termes^, 
deviendront infinis. 

a56. Une fonction de x reprëéeniée par ^ étant donnée, ai l*on Teut. 
déterminef le déYeloppement de/(x + h)^ dam Tliypothèse de a; =; a » . 
y faudra, comme on le sait, calculer les termes de la suite». 

•^ d* dop» i.a. ' 

maïs si en faisant ce calcul on trouve que l'un des coeflieiens diflfe'rcntiela, 
devienne infini dans Thypothèie de a^= « , on ne cherchera plus à obtenir. 
le déyeloppement de/(a: -f. A) par la série de Taylor ; mais voici le pro- 
cédé qu'il faudra employer. On mettra x -h h à /<» place de x , dans 
fx; alors le terme qui contient x — a au dénominateur, contiendra 
X — a -f- A , et ne deviendra plus infini lorsqu'on fera x = a, mais, 
donnera lieu à un terme affeetéd^Mne. puissance fractionnaire de h. 

357. Soit» par, exemple f 

/ar = atfjr— Jt«-^tf t/x» — a»; 

en^difiërencianty o&uouve 
• ày . ^ . ox 

àx ^ Yx*^a* 

«ibetfcnaat ces vahiirs et-ceUes de ^7^«^y> ^^^^ **»* ^ foiimule 
de Taylor, art. 55, on obtient ^ 

f{x^h)=zikax'^x*'hayx*--a*'hï^(a-'x)+ . ^^ l j h + etc. 

Or, quand x = a, le terme multiplié par A devient infini \ donc ce dé^ 
ydoppentent n'est plus possible. 

Dans ce c#s , d'aprèa Ja. règle précédeutp , on mettra ^ -f» A à la place 
de X dans Téquiition 

fx =3 Mx^^.x»-f- a Vfx» w-a», . 
et Ton trouvera 

jf (jc -h^) sB.aa*+ 3<i& — x> — «3«A— 'A* 4-«K'«?+î^-*-^"-^» 
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^oatioa qui , dans Thypoibèse de x = a ,. devient 
/(a 4- h) =a» ^ A«-f-a V'aa* -hï«, 

développant jAr la fonnnk da binôme , et représentant, ponr alnr^er ^ 
par A 9 B 9 C9 «te., les coefficieoa donnés par cette formule ^ on a 



l/afl + A3= (au 4- *r= A -f B& -f CA'-f DA» + eicj, 
sabatitnant,, on tronye 

On voit , p^t cet exemple , qu'en mettant x •4-A , dans la fonctioir, 
et faisant xsn a , on peut introduire Une ou plusieurs puissances frac- 
tionnaires de A; on développe ensuite séparément les termes qui sont 
«usceptible^ de l^ëtre , soit par la foimnle du binôme , soit autrement 9 
et on substitue ces tenues dans la valeur dtf(m'i^h)^ce qui en donne 
le développement. 

a58. Lorsque jr'reste indéterminé, Lagrange a démontré qne le dé- 

iteloppement âef(x^h) ne pouvait contenir des termes allêctés d'une 

puissance fractionnaire de h» En efièt, supposons qqe Pon eût 

3 
/(a: + A) =/ar 4- ;>A 4- 7^*- .+ K V/Â j 

comme K V A est susceptible de trois valeurs^ M, N , P, nous aurions cca, 
trois développemens àef(x + A) > 

/(jç-f- A) =/r -hph'hgJf.,,'hM,. 
f{x ^ h) z=fx-i^ ph -hgh»...'h.Ti, 
f(x + k) =/x -f- ph +^A»...4- P. 

Qr , fx devant renfermer les mêmes radicaux q^ef{x 4 A) , art. aSS, il 
faudrait que^ eût aussi trois valeurs dilFérentes, Q, R, Sj en substi^ 
t^nt successivenient. ces valeurs à la place defx, OQ trouverait donc 

f{x + A) = Q-f ph 4- gh*.,,-h M, 
/(x4-*) = Q+pA + <7*>...-*- N, 
/(x H- A) = Q'^.ph -f- 9A». . .4- P, 
}(x4- h] =:R-f-f»A4-^A«...4- M, 
/(x 4- h) zrzlX-hph 4- ^A«...4. N,, 
/(x 4- A) «a R^-pA 4. ^A»...-f- P, 
^(x + A) = S 4- pA 4- qh*,, .-h M,, 
/(x 4. A) = S 4- f'A 4. <fh*, . .4- N, 

/(x 4- A) == S 4? A'* 4" 9^*...+ P; 
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de Mme «jne r«xprf8tion./(jr 4* h) «tanwdévelopp^e , aurait neuf talénr^t. 
dtfférentet, tandis que non. développée, elle n'en pourrait avoir qu'an-- 
tant ifoefx en comporte, et par eonaëqnent troift dans Phypothèse ac- 
tuelle; ainaî on ne peut supposer, que le déyeloppement dc/(x + A) 
contienne une puissance fractionnaire àt h, sans tomber dans une con- 
tradiction. * 

aSg. I^est facile aussi de dl^montrer qae f(âc^h) ne peut conteniri 
dans son dëveloppejnent^ un terme afiècte d'une puiss^mce négatÎTe de. 
Jk{ car s'il contenait un terme tel que Mhr-»^ on anr4ut 

M 

/(x+A) =/xH-p& + çfc». . .4- j; j, 

•r , en faisante == o , le premier membre se change en/x , et le second^ . 

• M 

an lien de se réduire hfx , devient infini , à ca^ise du termi; r= ^n'il ren- 
ferme. 

a6o. n en serait de H^émt si le. développement contenait vU&t terme 
affecté du logarithme de h^ car si l'on avait, par exemple, un terme 
tel que A log A , ce terme , lorsqu'on ferait A = o , deviendrait A log o ^ 
or, le iogarithxue de o étant l'infini négatif , le ternie A iqg A serait alor^ 
infini; d'oii, il suit que ^ devrait l'être au^si» ce qui, est contre l^bj- 
jiothèse. 
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CALCUL INTÉGRAL. 

De t intégration des différentielles monomesi 

d6i. JuE Calcul intégral a'pour objet de tirouyer la fonc- 
tion qui, étant différenciée > a du produire une différen- 
tielle donnée. Pour coromençèr par le cas le plus simple , 
nous allons chercher à intégrer l'expression x^àx : dans 
cette :?ue , nous différencierons . l'expression x^\ et noua 

trouYerons 

d.x?^* = ( Tn+i) x^dx^ 

,^QÙ nous tirero^ .... 

d , x*"*** 

, , . ,. «MME Xl \àJC « 

et comme la constaiite m -f- 1 n^inflùepas sur 'la différen- 
ciation ^ nou3 pourrons écrire ainsi l'équation précédente : 

- d, p-^=iï«djî; 

' m-f-i 

r 

{lar conséquent I la quantité qui^ par la dilTérenciatlonj a 
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donné x"dr , est — -p- . Pour indiquer cette opération , nous 

mettrons, avant la difFérentielle , la caractéristique f, qui 
signifie somme ou intégrale (^} , de sorte que nous écrirons 

/jF^da? s 



m-f- 1 * 



â6a. Concluons cette règle générale ^. pour intégrer x^dx 
il faut augmenter t exposant fune unité, et 'diviserpar cet 
exposùnt ainsi augmenté et par la différentielle. 

a63. Soit^ par exemple y —j-; nous aurons donc 
on trourera de même que 



a . ~ 5™ 5 * 



fûxy 3d^=:fx^ àx±s =^ 



3 + ^ 3 

2264. Observons que lorsque nous différencions a+x^, notts 
trouvons mx^^^àx, comme si nous n'eussions difFérentié 
que a:";/parconséquentll faudra^ en intégrant, ajouter une 



^m^aaim 



(*} Ce mot somme, pour dé*%ner Fintëgrale» ft été inf rodait parles 
anciens gi5omètres , parce que , d'apràs Ik méthode det infiniment petits , 
ils coand^raiem ane fonction r co^ime une comme d'accroiwexneniJf iafî* 
nmient petits. 

Fig. 4s. Par exemple, on Toit qae Tordônuee <^tant MP (fîg. 4^)> oÀ à 

MP 5=û^»-4-û'y + a"r + «"'^n+a»^ M, 

1 

cVst-à-dirç qne jr est égal à la somme dtîs accroissemens infiniment petits^ 

Tcprésenttfr chacun par dj^. ' • . * 
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"Constante à Tintégrale. Ainsi, dans les exemples présédens. 



^noiis écrirons ^ 



/ 



>^=-ji+c, /a,,^5=^+c. 



a65. Cette constante C, qui doit s'éyanouir par la diffie-* 
Tenciation, est en général arbitraire « à moins que, par la 
nature du problème » elle ne soit déterminée. 

Par exetople , si Ton a l'équation j^ = car* — j , qtii est 
celle d'une parabole CBD (fig. 49) , dont!' origine est en A, Fig. 49; 
et qu'on en tire^ = atixdx, on trouyera j en intégrant , 

jf=:ca;*-|-C. . .(1). 

Cette équation peut coilvenir à une infinité de paraboles. 
Or, si l'on veut que parmi toutes ces paraboles, CBD, 

HB'D^, ÇB^b", etc., la courbe qui a pour équation • • 

yz^ax^-^Csoit celle d'une parabole qui passe par le point 
£ dont les coordonnées sont 

y = o, ic=AE = 4-\/-. 

il faudra qu'en faisant a? = y - , on ait j^ =s: o , ce qui ré* 

duira IHljuation (1) ^ 

oost + C, 

d'où Ton tirera 0= — 6. Substituant cette valeur dans 
l'équation (1) , on obtiendra 

comme; on l'avait devant la différenciation. 

22^. Lorsque la nature du problème ne détermine pas 
la constante , on peut disposer de cette constaid:e comme . 
dans Texemple suivant : ayant trouvé que Fintégralé de 



- I 



J7e 



y— — r-+C...(a), 



a:*da?e8t 

# 



nous donnerons à x une valeur. déterminée b, et le second 
membre de cette équation deviendra 

C étant arbitraire y nous pouvons déterminer cette constante 
par la condition que l'expression (3) soit nulle , ou , ce qui 
revient au mém« , par la condition qu'on ait j^ p= o lorsque 
x=s6; alors Féquation (a) deviendra 

' d*oà l'on tirera la valeur de C > qui étant substituée dant 
l'équation (a)* nous donnera ^ 

«167. n n*y a qu'un seul cas qui échappe à la règle de 
Tarticle a6a pour intégrer x^dx; c'est celui ou m= — 1\, 



car alors la formule (4) devient 



^«►•i 
i 



il faudrait donC| dans ce cas 5 faire usage de la rëgle^ de 
l'article 81 , pour déterminer la vraie valeur de Tintégrale ; 
mais on peut éviter cet inconvénient, en observant que 

a?""* dx = — I et que cette expression — est la .ditieren- 

tielle de log x; par conséquent, nous auron$ 



/ 



iNTéCRATION DSS DIf FÉRENTIELLES COMPLEXES. 177 

■ « 

Des différentielles complexes dont V intégration 
peut s'effectuer par^ la règle de l'article 262. 

â68. Nous avons vu , art. a8 , que la difFérentielle d'un 
poljniome 3e formait de la somme de5 différentielles de ses 
termes.; reciproquepient Tintégrale d'iuçi polynôme sera égale 
à la somme des intégrales des termes qui le composient. 

Par exemple , 






ou ^ en effectuant les opérations^ # ' 

/y ' Ado; , j '/A '6 . a ' I , ^ 

I ( adx — — 5- + xdxV^a;j = aa:— — + ^ x +C. 

Nous n'avons mis ici qu'une constante; parce que chaque 
terme donnant une constante à l'intégration ^ nous pou*^ 
TOUS, représenter 1^ somme; d^ ces çons^tantes ^une seule 
lettre. 

aGg. Toutpolynome/telque (d + A^ + c!r* -f e^c.)»da: / 
peut s'intégrer .par la même règle, lorsque n e^ un nombre 
entier positif. Pour cela, il suffit d? élever Jfe poly#ome 
à la puissance indiquée y et d'intégrer séparément chaque 
terme. -■■-'■:.•..: 

Par exemple , pour intégrer (a + Jx)'djc, nous aurons 
f{a -f- fta:)'da;=/(a*djc + aa&xdx + ô*x*dx) 

i370. L^squ'ou a une expression tefle que (Fx)"dFx , 
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composée de deux facteurs dont: Tui^ Qst la différentielle de 
la partie Fx qui est sous la parenthèse , pour intégrer cette 
expression 9 on fera Fx=2,par conséquent, dFxsdz; 
substituant , on tronyeraf 

^t M Ibtégr^t , 

mxydFx= f~- + c = iz^Z: + c 

* 
Pour en donner un exemple , soit 

% 
(a 4» ftx rf- coff (Mq^+ acxdx) ; 
• ^^ ■ 

comme hix'^'^cxàx est la différentielle de la quantité 

renfermée entre les parei]^hàse« ^ on fera 

» « 

et Ton aura, en différenciant, 

&dx "4- ^^cxdx ZÎ3 ci4 ; 

donc 

* . ^ .. . . 

(a + >x +cx*)^ (Adx + ûexdx) =5 z? d». 

« 

L'intégrale d« .cette, ejcpjres^ion s^rfi 

Û71. Si Tun des facteurs était la différentielle de Taufre, 
à une const^t^te près , To^a po^j^t çQçore intégrer par Je' 
même procédé. Soit, par exemple. 

Gomme je vois que la différentielle de a-\-hx^^,c^\ est 
sfrxdx, ne diffère de znxdx que par k constante, je fais 



INTÉGRATION DES mFFERENTIELLES COMPLEXES. 179 

c^bj^s^Zf 6t par conséquent abxdx:=:dz, d*où je tire 

dz 
xdxzsso-^'^ substituant ces yaloirs dans remressxon (5) , 

l'obtiendrai 

(à + Aa!:*)*iîufdjf = ^,»«*d», , 

et, en intégrant, il Timdra 

/(« + *x«)" mxcbc =: ^ »» H»- C =^ (a + *x«)» + C. 



/ » ' . r 



272. La même transformation peut s'applijquer aussi pour 
rapporter certaines diflKi^exftielles A des logarithmes : si Ton 

ayait^ par exeniiple , - , ,^ cp faisant a r^ 6x;:;= 2^ j*ca 

dz 
tiéduiraîs da7= r-; substituant* j'aidais * - '' ^'' 



/' adx /*adz 'af^àx a. ^ 



et ^ en mettant pour z sa yaleûr ^ 



-, ' • r 



, > ' 11? fl 

adx 



iËn opérant de mêm^ potiri-^^^ , jôirWctiircflÉa^^^ 
grale de cette expression est 



I •. 



Des differentielles'ïfui s^ intègrent par arcs de 

èercU. 

• ■ - . 

^73. Soit (fig, 5o)' ;^^CPj le simià ^^nt* |>rc C» est Kg. Se. 
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z : nous avons x =: sin a ; dilFerenoiant , il vienchra. . * • •» 

dx 

dx s= coszàzy d*où nous drerons àz = ; d'une atttr« 

ces z 

part , réquation cos* z -f- sln^z = i nous donne 

cos» =x |/i — Bin^8= j/i-b-x*; 

substituant cette valeur dans celle de dz, on obtiendra 

» t . < 

t > 

dx 



d& = 



Ta' 



par conséquent on trouvera, en intégrant, • 

3isn»-|* C*. . (6)." 



/ 



Pour déterminer la constante, éuppOsbiis donc que Idrsquê 
a; = o 9 on ait ^^ 



f 



/: 



comme, d'après la figure 5o, i*arc z, fepcésenté par CB, est 
nul , en même temps que le sinus x , Véquation (6) se réduira 
donCf dans cette hypothèse^ à d==C; par conséquent 

' dx • • ' ••'''. 

, rr .. ' . .—•^rc (sîn== x). 

. a74> Onpent, de rintigra)epjçécéd^i\te«.fAi.re dépendre 
•celle de -. . 

dx ^ 

V'a* — X* 

en effet , en divisant les deux termes de la fraction par a , 
to^Hra 
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cette intégrale étant composée en - , comme I j >-» -i .\^ 
Test en x\ il en résulte que ' 

/ ^ =L = arcf sm=: -]^ 

275. En second ;lkù, soit % Tare CD (fig. 5o) dont le Kg. 5©. 
cosinus AG est x : noua aurons 

' . - ' . . • ' . ; ■ 

N 

X = cos z, : ■ 

et, en différenciant, . . - ' 

dr= — dasÎHZ, 

d'où Ton tirera 

, do: 

dz= : — ; 

sm2 

et , en mettant pour sin z sa vaTeur tirée de réquatiozt * 

"^îos* a -«f- sin* a == 1 , 

cm obtiendra 

- dx 

d&== — 



. V/l C0S*2S 

OU , parce que cos 2 = a? > 

àx 
da=— 



et en intégrant , on aura 

àx 



f- 



= arc (cos = a?) +C, 



y/\—x^ 

/dijC 
- -7=:= arc DC + C. . .(7). 

Pour déterminer la constante , supposons que lorsque 

/djT 
■ 7== soit nul; l'équation (7) se réduit,, 
va — ^o;* *. 



i8s CÂtctt inti£grjll: ' 

dans ce cas I â 

o = arc (co8 =:o) -^ C. . • . CB) ; 

or» pour que le oosinua AG de Tare DG soit nul» il faut 
que cet arc devienne 

DB rss { cire, :=! ^ ; 

mettant donc i w au lieu de arc (cos = o) dans Téquar 

tion(8)»ona 

o=i«- + C, 

ce oui nous donne 

F«g 5o. substituant cette valeur dans l'équation (7) , on obtient 
C Jî— = — (i^— arçDC)= — arcCB. 

078. Nous ayons vu , art. 45 , que 

ix 
d.tangx= — r-; 

si nous faisons x = tang z , nous trouverons 

A ^ ^ 

QXts ■ ; 
cosVi 

' d*où nous tirerons 

d» = drXco8*«; 
, or , la proportion 

« 

C08£ : 1 :: 1 l sécante ^t 

donnant 

1 
cos z = -7 — , 
sec £ 

on aura * 

. i__ 1 L_- » 

^^ * — fiée*» "" 1 + tang*» "^ l + fc** - 
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substituant cette valeur , nous trouyeioas 



ds = dr 



et en intégrant on aura 



• a/. 



Ji+x* T^' 



prenant Tintégrale dans r&3rpothèse que cette . intégrale 
s'éTanouisse lorsqae x = o , s devient nul', et V\Sb. H 

» 

o = C; 

donc 

/' àx , , . ' 

^ ^ = arc dont la tang est au 

s^jj. On peut rapportera cette forinule , celle-ci : 

àx 






^a diviâoot par <l* le» deux tettats de Ja fractioB , on ^urra 
l'écrire ainsi : 

dx /^ âx 



/y dx /y ox 



et côtiiÉâe ëette Mté^Iè «^ eOi!iposé« ^a -, cotHime.é. 

do? 

est en^ , nous aurcms 



1 Ç dx ^ 

aj i +03* 



/?T^=a"K*'"6=1) 



Soit encore x le sinus verse DG. Lé cosinus et le sinus 
• "verse valant ensemble l'unité , nous aurons or-f cos2:= i , 
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et^ en différenciant ^ 

dx=d28in2^ 
d*où Ton tire 

- dr 

0» = -: — ; 
9UXZ 



or, 



8in£3= l^i — cos*2j=|/(i — cos£) (i-f"Coa»)=tV/x(a— x) 
= V/ax — X*; 

substituant , .on a 



V/ax — X* 
et en intégrant, 

dx ' . . 

:=zarc (sinus verse = x). 



A 



V/flX— X* ^^ 

t 

Nous n'ajoutons point de constante, parce qu'en suppo^ 
sant que l'intégrale s'évanouisse quand x est nul , z est aussi 
nul. 

378. Lorsqu'on veut avoir la valeur de l'intégrale pour une 
valeur déterminée de x, on opère comme dans l'exemple 

smvant. 

^ dx 

Supposons qu'on demande l'intégrale de'-— — ^, lorsque 

a: = 7 ; le rayon étant 1 1 la tangente sera donc 7; et comme 
les tables des sir^ sont construites avec un rayon de 10 
inilliards de p»aj[*ties, la tange;ite' relative à ce rayon sera 
10 milliards de fois plus grande ; par conséquent cette tan- 
gente vaudra 7 :. 10 milliards. 

Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour 
expression, 

log 1 G milliards 4- log 7 = i o + *og 7 

= 10 + 0,845098 :=S îOi845o^8. 

/' • . • ■ . . 

Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus, on 
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tferra qu'il répond à un arc de 

.9 0*96', dwision décimale, 
ou de 

81^ 5a', division sexagésimale. 

Pour trouver la valeur numérique de cet arc , dans Thy- 
pothèse du rayon = 1 , nous remarquerons que , dans cette 
]i3qpotIièsey la circonférences 6, a83; par conséquent nous 
aurons 

400** : go^^gG' :: 6,a83 : arc cherché ^= 1,4a, 
ou 

36o^ : 8i*5a' :: 6,a85 : arc chèrché=i,42. 

De V intégration par parties, 

279. En priant la différentielle d'un produit de deux 
variables , par le procédé indiqué article i4> on trouve 

d. ui/ = udi' -4" vdu ; 

intégrant et transposant , il vient 

yîidv = uf — /i'di*. 

C'est à cette formule que Ton rapporte les diff^ntîelles 
que l'on veut intégrer par partfes. . 

a8o. Par exemple, si l'on ignorât quelle est l'intégrale 
de x^àx^ on ferait x"* = i* , dx = di' ; iet l'on aurait 

fx^Ax = x^^ — r yi . iïix"»~^da: = x»**^^ — mfx^àx ; 

réunissant les termes affectés de x^àx , on a, en trans- 
posant^ 

(m + 1) yx"*dx = x"^» ; 
donc . <N 

fxf^Ax =: , — + C. • 
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98 1. Soit encore 

* /drlog.r; 
jefcu 

Iogx=u, dxsidvi 
etjai 

/aj:logx==u?logx— yar=xclogx•--a?-HS==tI6èi^^ 
•Su* Pottr derniier exemple , ckerchood i iotégra: 

en faisant 

l/fl»— a:*=tt et dx^di^^ 

nous trouverons d*abord 

Nous chercherons ensuite une autre valeur de 

pour cet effets en multipliant cette dernière expression par 



^ —— > 

■ 

nous aurons Téquation identité ^ 

et> en etfectuant la première des intégrations indiquées dans 
le second membre^ nous obtiendrons 
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, ajoutant cette équation à TéqtiatiOB (g) , nous tfoaverôEM 
donc 

On yoit par ces exeiùples que lorsqu'en général on a une 
expression telle que fvéuy Tintégration par parties fait 
dépendre cette intégrale de celle AefuAv , et que , par con- 
séquent, cette méthode d'intégration n*est pas tôîijouirs^appliN 
cable. 

De V intégration par les séries* 

â83. Soit XdjE? une différentielle dains laquelle X repré- 
sente une fonction de a? ; sî Ton déreloj^ A en une suite 

Ax*+ Bx^+ Cx^+ Dx V Ejc' + etc., 
ordonnée par rapport aux exposans m^ ^i y, etc. y on aura 

/Xdr = /(Aar*+ Bx^+ Cx^ + Dx*^+ Ex* + etc.) àx 



diî 
aSA, Prenons pour exemple *^ — -. qui est la différezh 

tîelle de log(a4-a?) : on écrira rilréî cette fradion...- 

X dxjt et il s'agira d'abord de trouyerle développement 

et "y" X 

de , ce^pie l'on fera au œojwn delà division } laaissans 

effectuer cette opération, on peut déduire le développement 

- * ' • ■ -^ -^ :.- ^- - - - - -' »É- ». i.t ■ . ■ 

{*) Si Pan des exposans àt,C,y, etc. , etoît é%û à •• I > on intégreraU 

par logaridunes le terme ^i «n serait affecte. 

i 
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cherché d*iiiie formule facile à retenir : c*est celle-ci^ 

En effet . on peut écrire la fraction de cette ma-^ 

nière ; 

1 1 

a 



alors, pour ditenir le développemeiit de , il suffira 

' a 
de. changer s en** - dans k formule (lo) , et Von aura 

' X , a^ oc? , 

t=i— ^- + -r i + etc. ; 



X 



donc 

-X , ou —-7—= i+"l z + etc.f 

a , X a+x a a* à* a* ^ 

a 
par conséquent 

et, en intégrant chaque terme en particulier,^ on obtiendra 



/; 



dx X x^ . a? 



= -- o-n + SIi- «te. + C. ..(Il); 



a 'j- X a ao* 3cr* 



(^) Cette formule ayant été croQTée par la dÎTision , on pourrait croire 
^'il vaudrait mieux diviser de soite i par a -f- x ; mats j^observe que 
lorsqae la formule proposée est gradée dans la mémoire , il est moin« 
long d'en dédiur« divers déyeloppemens que de recommencer chaque 
fois le calcul. 
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«t , en observant qne le premier membre de cette équation 
^st une diiFérentîelle logarithmique , art. 272 ^ on aura m> 

log (a + X) =^ - ^. + 3^3 - etc. + C. . . (la). 

Pour déterminer la constante , nous remarquerons que 
lorsque' j? =: o , cette équation se réduit à loga = o + C^ 
substituant cette valeur de G , Téquation (la). deviendra ^ 



« 
X oc^ . ce? 



log(a + x)=loga+ - — — -f g-3— etc. (*). 

â85. Pour second exemple ^ cherchons à intégrer par le« 

àx , . . . 

séries — \ — r- : en écrivant ainsi cette difFérentielle...... 

1 -f- or 

—3- — 1 Xdj?,il s'agira de trouver le développement de 
;. Pour cela^ en comparant cette expression à 7 



1 ^L a:» -, -- ^r-^r 1 r ■ i — z 

(*) Obserrons qu'en déterminant ainsKi la constante , on ne la regarda 
plus comme arbitraire , puisqu'on -faiàant ar=: o , dans Pëtjaation (xa), ^ 
constante est nécessairement égalé au logarithme de a. Xà où cette cons- 



— nous 

X 



. P Ax 
tante a pris une valeur déterminée , c'est lorsqu'au lieu de / 

aVons mis log (« -f- x)* : en- effet, l'équation ('ti) nous montre que' 

Ax " • X X* 

est, en général, la différentielle de C-|- f- etc, : or'l la 



X * x^ 
suite log a + — '• ^ -J- etc. , <jui est le développepaent <ïê log (a -f-ar), 

*«st UB cas particulier de la suite précédente: c'est celui oh G==loga, 

/* rfa: * 

— £— , c'est donc 
a "T'^x 

comme si on eût choisi' parmi toutes les Suites qui sont l'intégrale de 

dx ! 

, celle où la constante est ég^e à log.^i. 

a-^x'-"- - — - .—Ji ...,.--. — . , 

jCecte remairqtt^ peut s'appliquer aux autres expressÎQxu que non» allons 
intégrer par les séries. 
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nous aurons zT=m-maf'^ substitiuuit cette \al9m dans TéquA* 
tî|D (io), noua trouTcrQQs 

— p.— - =1 — x' + x* — x* + etc.... (i^\ 

donc' 

/* âx x^ x^ x^ ' ' 

on plutôt, artick 276 , ^ 

jp^ 3C^ jC 

arc (tang = x) =ix-^ "J *^ T ~ 7""^ etc. + C (i4). 

Quand x = o , Tare deyenant nul ^ on a C = o. 

fi86. Si la tangente est plus grande que Tutiiti, les termes 
de cette série allant en augmentant , on ne potqra donaer 
une valeur approchée de Tare ; dans ce cas , on obtiendra^ 

une 9^h descendante : en opérant aînsî*y on fera x:=?- 
dan»4 * é qi i atk)B ,(v5>> >€»<pMi- la dwmgegaan 

-„_ « I - ^ 4. -j *- ^ + «c; 

multipljaAt les deiqc terfues du premier meaibre par x% oa 
aora 

X* 1 , » 1 I 

-r— ' — z=z i .^^ — -4- — — — — > ■+- etc. • 

divisant par x*, on 'obtiendra 



(*) On parviendrait directement au même résultat en dnisantf par 
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donc . 

et/ en eiFeçtnant Tintégration indiquée ^ 

arc (tang=a;) = — - +^ "" g!? "^ ®*^' +^' • • • C^^)* 

Poui^ trouver la valeur de la constante ^ nous ne ferons pas 
a: = o 9 car alors les termes du second membre de Téqua- 
tion (i5) deviendraient infinis; mais en faisant x=oq<» 
l'expression arc (tang= x) sera égale au quart de la circon- 
férence , et Véquatipn (i5) éeviendra^circon/ère/ice=o+C ; 
et en représentant par ^ «■ le quart de la circonférence > 
l'équation (i 5) "nous donnera 

^ ^c(tang = x)=i9r— i+^--«^ + eta 

. « âSçr. Pour intégrer p^ les séries 

dr 



V/i — x^ 



^(.X-r^ocn •d^. 



on développera (i «^.x*) *, par la formule du bînomç , de 
la manière suivante : on calculera d'abord les coeiBciens du 
développement de (i — a;*)"*, dans l'hypothèse de 7ii=— J, 
en écrivant pour forn)er ces coefficiens , 

m— 1 m — a m — 3 
m, — — , "^"■> — 2"—, etc., 

et^ en changeant m en -^-y, ces expressions deviendront 

1 3 5 7 

""fl' ~4> ~6' "^g> ^^""^ 

1 3 5 

Multidlianl successivement -^ ^ par— >^i par-— g, etc<j on 
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formera lea cçefficiens qu'on mettra à la place de A, de B, 
de C , etc« ^ dans cette équation 

(i — . X» )■ ■ s= i — Ajt:»+ Bjc*— Cx«+ etc. , 
ce qui donnera 



s=lH — x*H — . 7J::*-f'*-. 7. xX* + «*«•» 



^/i—x* a a'4 a'4'6 

et en intégrant Téquation 

on trouvera 

nous ne mettons pas de constante , parce que lorsque x: = o, 
l'arc dont le sinus est x s' évanouit. 

a88. n y a det tas oii , pour dëierminer la yaleur cjc la consume, on 
ne peut faire ni x = o, ni jr =:oo^ Soit , par exemple/ 



en posant 

mi -j^, -^— 

et faisant * 

a 

on troxxrt 

I 3 5 

^5' ""4' ""6 
d'oh l^on condat, comme dans Part. 287, 



d.r àx/ ,1 I , I 3 î , I 3 5 ï , \ 

y^^T^n X V ^a «r» -a 4«*^ a 4 ^J^* ^ 
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et en îiit^grant, on trouvera 

/'djc 11 i3ï.i35t 

-^=^=nloèa:~-.— -5.^.^--.|.g.j^,,-etc.) 
■\ 
d'une autre part > 

/ ' ix __ p âx X + y/ j« — I 



= I ^''^ ' ]! == I08 (x + V^ - 1 )-, 

donc 

log (x 4- Vr*tr",) =ilogx — î.ji-^i.Ç.—^ ^ etc.... (17^; 

Pour déterminer la constante, on né fera pa* jrrâoo^ ptiis^'alorÉ 
- log X deviendrait 00 ; d'une autre part , on nVgalera pas x à zéro , car left 

termeftlogXj - . — ^ etc., deviendraient inËoisj mais. À Ton supposé 

V = I , Féquation (17) deviendra 

II i 3# I i 3 5 i , ^ 

0=:0— -.- — -.7. 7"~-»7«2«S etc. -t*Wi=SOy 

ce qui donné % 

r=^ ^^i ^ l^i 2 5 Î4-étc 

^*=5â^5 ^4^5•4•ê•6•*"•**'• 
iaÔ9. Là iFofmule (16) peut servir à trouver tmé vaiéur 

approchée de la circonférenëe ; car en faisant or ==: r ; elld 
^e réduit à 



V ay a a 3 a^ a 4 5 a* a 4 6 7 a? * 

ôr , le sious qui a pouir expression - y étaht égal à là moitié 

mm 

du côté de rhexagone régulier , comme te sintis répond â la 
douzième partie de la circonférence ^ nous aurons ddnc 

^circonf. 1 ^^ i i i»*3i ïi35i i -y^ 

i3 



tl94 ^AlCtVL Il^TÉGRA^* 

€t par conséquent 



tircon 



- /i , 1 1 1 ^ i 5 1 ï , 1 55 1 i\ , ^ . 

•> Va a 3 a^ a 4 5 a* ^ 2 4 b 7 aV 



si Ton prend les <iiz premiers termes de la suite 



« 1" « • S ' 73 "T" ^^^* » 



1 1 

■ T • "5 

on trouvera 

0,53359877 ; 
donc 

- circonférence = 6(0,52369877) =3, 141592S3 , 

"valenr dans laquelle Terreur ne porte que sur le dernier 
xhiiTre décimal. 

290. Nous avons trouvé , art. 284» • 

log (0+ x) =loga+|— — +±.3 — etc.* 

4 

Cette série étant peu convergente ^ faisons 2r=— ap; nous 
aurons / 

retranchant cette équation de la précédente, cela nous 
donnera 

log(a + a:)— log(a— a:)=a^^ + g-3+g^5+etc.j, 

ou 

291. Pour déterminer y par exemple, parcette formule, le 
logarithme de 2 , on supposera 
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*ct pat conséquent 

3 1 j: 1 or» 1 

^ a « o a* g 

tfubstîtiiant, on aura 

log3 = fl(i+l.^+|.^ + etc.). 

En SB boïTiant aux dix premiets termes de cette série, ré^» 
duite en décimales , on déterminera la valeur du logarithme 
de a; triplant ce logarithme, on aura celui de a^ ou de 8. St 
d'une autre part on calcule par 1^ formule (i 8) le logarithme 

de -^, et qu^on ajoute ce logarithme à celui de 8 , on auH 



le logarithme de -^ X 8 = log îo. On voit que par des pro* 

cédés analogues, la formule (i8) donnerait tout autre lo- 
garithme ; mais il est à observe? que ces logarithmes sont 
des logarithmes Népériens. Pour en déduire les logarithmes 
tabulaires, si nous représentons par Laie logarithme tabulaire 
d'un nombre a, nous aurons a = lo 5^ prenant les loga* 
ridbmes Népériens ^ cette équation nous donner^ 

loga == log 1 o zsLa Ipg i o ; 

et pér conséquent 

log 10 

c*est-à-dire qu^un logarithme tabulaire d'tm nombre est 
égal au logarithme Népérien de ce ^nombre , divisé par Id 
logarithme Népérien de 10* 

9ga» Qfi a trouvé une série enùore ^las convergente qtie celle qdi tfoUs 
est donnée par la formule (18), pour déterminer un logadtbme. Yoidt 
de quelle manière 00 peut U déduire de cette formule : 



.EDaiTiiantfl+«p«a-«, on trouve 



a — jc 



a — Jf 



.epcéicntoB. I«^ U foicUco ^5 oa a ré^ottio. 






Tt, en mnlùi^umtP»' a-^x/ûiïtât 






tojiMU.xétMtxv^^90^à,n.U^tuàf>.m,nù^^.onohù^ 



. •'•« — îf . 



^alûpHant par s , on tronte 
et par conséquent ^ 

.^t.titu».tk.«le«.aei±|«d.^ dan. la fona«l. f.»). ««^ • « 
Tésttltat 

, A + •'^ -. « /^_îl- 4. i^^ — s + Fr-Tr-^+***^) » 

» 

et enfin> 

log(x->«')=i<»g»+\5;;7qp-,+S(;rf7ô»'*"5(>» + «')'"*"*^'»' 

Pu exemple, pour «roîr le logarithme de ». on fera j- == J» *= '^^^ 
dente , on obtiendra 

.11 f«»!n diTher « togariAr.e pat 1. log-ritoe IWp««"<l« '».' 
art. agi , çout «Toir le logtntbme tabalake de ». 



\ 



MéTBOZ^E DES FRACTIONS RATIONNELLES;:: i^ft 

J^e- là méthode de^fraciions rationnelles.^ 
a^S. Propcsoiisrnous d'intégrer- Texpression . 

4ân9 laquelle le multiplicateur de dx est. une. fraction r^xx^ 
tionnelle \ nous allons- démontrer que dans Texpressioa 
donnée on, peut, tou^ura supposer que n surpasse nv\ car,^ 
si cela n était pas, l'intégration pourrait être ramenée à 
celle d'une différentielle de même forme , dajQs . laquelle- 
la plus haute puissance de x du dénominateur surpasse- . 
rait la plus haute puissance de j: du numérateur; pour cela 
il suffirait d'effectuer la. division commo- dans l'exempl^. 
«uivantw 
Soit 



î^: > 



e^, divisait d'obord toua lesjermes par Q\ on aurs^ 

P^,Ç ^.^ .S 

7T^~Ty — ''' 

fli^îsona 

^^^P» Q* n^ ^- P» S -,; 

Q^ — '^^ ^—^' Q^~- » Q^""^*' 



I ii^jja aurons , 



1 f^S CALCVE INTÉGRAL.: 

On effectHera la division de la manière suivante ^ 

représentons, par M et par N les coeinciens de oc^ Qt dç :x?-»^ 

« 

& 1 •«• re5te det/ient Mar» 4. Nx + S". 
Suite de la diuision — Mx* — ^ MR*x — MS*; 



jecourf rwte ( N — MR* )x + S" — MS* ; 
on peut représenter ce deniier raste par Kx + L ^ et a|ors< 



on a 



«t CQ intégrant , on obtient 

^insi la question e^st ramenée à intégrer,^ 

(Kx + L)dr 
X* -f. R*x + S"" 

294. Il résulte de ce qui précède que quelle qup soit la» 

fraction rationnelle que l'on considère, son intégration peut^ 

toujours être ramenée^ dans le cas le plus général, à^ 

9elle de 

p3:«-i4- Qji-^ ^^^ ^ j 

P'x»+QV-^....+Fx+S' '^ 

^ riPgardant le dénominateur de cette fraction comma.. 



MÉTHODE DES- FRACTIONS RATIONNELLES. 199^ 

Ife produit d*UD nombre n de facteurs , tels que a; — a , a:— b , 
M^-c, etc. , ces facteurs peuvent être réels ou imaginaires , 
4gaux ou inégaux. 

Pour commencerpar le cas le pluA simple, nous les 8up« 
poserons réelà et inégaux « et alors nous opérerons comme 
dans les. exemples suivaps. 

295* Propospn8-4ious d*abord d'ÎQtégrer -^ ^ : décom-^ 

oc ■■■• CL 

posant le dénominateur en $es facteurs , on écrira. 

aâx adx 



ac* — o* "~" (j:— à) (x + a) ' 
«t Ton supposera. 

aàx / A , B \, V N 

A et B sonf deux constantes qu'il s'agit de déterminer. Pour 
oet effet, réduisant le second membre au même dénomi-^ 
nateur^ ^n obtiendra. • 

fldx ( Ax + Aa+ Bx«^Bfl)dp 

{x — a) {p-^à) (x — a)(a;4-a) 

Supprimant le diviseur commun (x.— a) (x + û), et le fac- 
teur dx, il restera 

a = Ax -(- Aa + Bx — Ba. . • (ao) ; 

fit , exi ordonnant par rapport à x^, on aura 

(A + B)x + (A— B — 1) a=o* 

X ayant une valeur indéterminée, ainsi que le suppose (*) 



(^) En effet, la caiactéristi^ue à, qpk procède x, annonce ^ue x e&( 
considéré comme Todabk^ . . 



BOO CALCITL liiTéORAL. 

U différentielle proposée , cette équation a lien , qaet qii#> 
fioit x'i par conséquent, d'après. la méthode des coëificienst 
indétei^inés , on égalera séparément à zéro les coefliciens 
des différentes puissances, de x ; ou , ce qui revient au même , 
on égalera entre eux les termes qui.^ dans Téquation (ao) i, 
contiennent les mêmes puissances de a: , et Ton aura. 

A + BasiO, (A— B— rOa = o; 

ces équations donnent 

A=-, B=:— -, 

a^ a. 

£n substituât ces valeurs dans Féquation (19) , on ^un% 

donc 

flic _ iàa: idx. 



h 



x^— a* a? — a x + a*' 

^ en intégrant^ on trouyers|. 



adj: 



AF^. =^ log (X - «) - i log (X + c)+ G ,. 
^t.par conséquent I 

fl "^ ox* 

Pour second exemple ^ prenons la fraction -^ 5 do:: les 

Cl «^ '"^* Jî 

facteurs du dénominateur, sont a? et a^^^oc^', et comme, 
a* — x* se décompose en (a— a:)X (a + a:)> les facteurs 
simples du dénominateur spntX| a^^x ^ et a'\^x\àoxL9 
Vexpres3ion à intégrer est 

■ * *■ > . . — dx : 
x(a— x) (a -}-x) 



-1 

« 



MÉTHODE DÇS FRACTIONS RATIONNELLES. JKCl^ 



Refais 



a^+ôa;* 



B 



x(a^— x) (a + 07) a; a — x a + ^ 



...(ai)>; 



iréduiaant ces fractions au mémç déjiommateur^ il vient 



a;(a — x) (a+x). 



x(a— x) (a -f- x) 



égalant entre çux les coefiiciens des mêmes puissances de x,^ 
on aura 

B — A— C=i, Ba4'Co = o, Aa»=a^ 

La dernière de ces équations nous donne A = a^ ce qui' 
réduit la première à B— C ==: a + *• 

Cette équation étant combinée avec la seconde, cm obtient 



B 



^£+* ^^ g + * . 



nettant les. yakurs de A^ de B et de G ; dans Féquation (ai )^; 
çn trouve 

a*x— x* X * a(a— x) a(a + x) 

<Jonc^ en intégrant, 

rt^+bx^ . . («+A)i , ^ ,*^ 

jf i5^irï3 4»==-ûlogx--V^Iog(a--x) (*) 



2^ 
2 



log(a+x) + C 



( * ) Pour prendre Tiiitégrale de 
ije a — x est •— dj: y il faat écrire 






dx; comme la différentiellfi. 



X — 



ft Viuk toit foe rintégrale sera — ^ ^ Ipg (a — x)-^ C*. 



9Û9 CALCUL INTECRAt. 

= a log X — "^ ^ pog (a— x) +log (a+x)] + 6: 
= a log X -^ i^ log (a — .x) (a4- J?) + C 

3=alogx— ^^"^ ^ log (a^—x*) + C 
= a log X — (a + i) log V^a*— x' -|- C: 

agG. Pour trobième exemple , soit ■ > c . r ô ^-^ 

Comme il s'ugit d'abord de décomposer le dénominateur^ 
•a facteurs du premier degré » nous remarquerons que si- 
Ton a un« équation de même forme , et représentée par- 
»• — 62 -f- Ç = o ^ et qui soit satis&ite par les valeurs a= a. 
•t X = 4 » ^^ ^^^^ ^^ droit de conclure qu'elle équivaut au 
produit (z — 2) (a — 4) = o. Or , en effectuant la multi-- 
plication'y on voit que quelque valeur que l'on attribue à^ 
9> le produit sera toujours 2^ — Gs-f-S; donc> lorsqu'au, 
lieu de z nous mettrons x, nous aurons encore 

(x — 2)(x — 4)=x*— Gx + 8. 

Par conséquent, quelle que soit la valeur du polynom»- 
X* — Gx+ 8, il peut se décomposer en facteurs comme s'il-: 
était égal à zéro. 

Ayant donc trouvé que les racines de Véquation. ». .. 
X* -^ 6x -f- 8= o sont â et 4» nous écrirons 

3x — 5 j Adx , Bdx , . 

dx = « -| T, . . (flfl) , 



X*— 'Gx + S X — 2 X — 4 

et en supprimant le facteur commun dx , ce que nous au-< 
rons toujours soin de faire à l'avenir , nous trpuverpns , . 
après avoir réduit au même dénominateur > 



X* 



5x->5 Ax.-^4A+.Bx — 2B 

— Gx + S"^ X*— Gx.-f-8 *' 



MÉTHODES DES FRACTIONS RATIONNELLES. QdS 

«galant entre eux les coefiiciens des mêmes puissances de çc^ 
on obtiendra ces équations de condition , 

— 5=--4A— aB, 3=:A+B, 

d^où nous tirerons 

mettant ces valeurs dans Téquation (aa) , on trouvera 

/ ^ 5x — 5 \^ 1 r àx ,7 r dx 
x»-.6a: + 8"^ âj a— a "*"aj x — 4"^ 

==:ZlogCa:— 4) — ifogCo; — a) + C.. 

297. Prenons encore pour exemple 

• xdx 

^ _, • 

07* + 4ax — i* ' 

égalant le dénominateur à zéro^ Qt réâolyant Véquation, on^ 
trouve 

Four simplifier,^ représentons ce dernier produit par 

sous supposerons donc 

X A , B 

-r 



a;* + 4ax— A*~^ + K^a:+L' 

séduisant le second membre au même dénominateur , nous 

trouverons 

jc Ax4-AL-hBjc + B K 

a;*+4aa:-.i^6*"^ a;*+4ax'— 6* ' 
d'où Ton tire 

* 

AL -f BR = , A + B =5 1 , 



•o4 QàtbOfJL lilTéGfl^ki». 

Plu: ooQséqoent 



A=r; r, B=^— 



4onc 



â^S* En général , soit- 

une firactios rationnelle dans laquelle les facteurs du pre->^ 
Diier degré du dénominateor sont supposés inégaux ; on^ 
léspadia d'abord Téquation- 



et ayant trouvé qu'elle est le produit des facte]ars.x — a^ 
ac— fr, x^-c, etc., on écrira 

Pa:"-'+Qt«^..,,-fRj+S _ A , B C^ 

En réduisant' au même dénominateur le second membre de ■ 
cette équation , chaque tpnne du nimiérateur de Tune des 
fractions deyra être multiplié par le prodqit ^es dénomina7 
teurs des autres , c'est-à-dire par un polynôme en x de. 
Tordre m— r.i; donc le secon4-.membre de cette équation^ 
sera un polynôme composé de m tenues. Il en résulte que 
si on égale entr/B eu^ les qoçffiçîens dçs i^êiç^s puissancea 
de X, on aura m équations de condition pour déterminer - 
les coefficiens A-., B , G > etc* Ces coefBciens étant connus > ^ 
^o n*auia plus^qu'à.intégreiL une suite de termes tels que^ 

Adx Bdx 

"' f 1 > etc» •• 



^ÉtÔODE DES FRACTIONS II ATIÔNIï ELLES. So5 

l'intégrale cherchée sera donc 

A log (X'^à) + B log (x — b) -^ etc. + C, 

299. La méthode que fions ayoos suivie^ lorsque les ra>* 
cines du dénominateur sont inégalés.^ ne peut servir si parmi 
ces racines^ que nous supposerons toujours réelles, il y en 
îa d'égales. En effet, nous avons vu que, dans l'hypotlièse 
"des racines inégales , on pouvait écrire 



P^ + Qj:^ + R:r* 4- 5x4- 1 



(x — a) (x -5- b) (x -^ c) (jc — J) (x -^ e^ 
A . B , C , D . E 

i-z: — z + z: — j+- — ïî 



œ— a a; — i jj — c x— d x— 

^î plusieurs dè:ces racmes* étaient égales , si, par exemple^ 
on -avait a = 6 = c , Téquation précédente ileviendrait 

Px ^+eta. A+B+C . D . E 

><x— c)^(x— ^)(x— e) X — a "^x— £i"^x^irô' 

Alors , en réduisant le second membre au même dénomi«< 
Bateur , A + ^ + ^ pouvant être consîdètés CfWnme tine 
Seule Constante A^ , on voit que les trois constantes A^, D et 
E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations da 
tîonditidn qu on doit obtenir en égalant entre eux les coeffi-i 
"ciens des mêmes puissances de x. 

5oo. Pour éviter cet inconvénient^ cherchons âdécom* 
iposer la fraction 

Px4 + Qx3 ^ etc. 
(x—ay^x — d) (x -^ e) 

en un autre assemblage de fractions , qui , réduites au iuêm^ 
dénominateur , puissent k reproduire» 



ào6 CAtX:UL ^NtÉGRAt; 

Supposons donc 



De cette manière > en réduisant le second membre de cette 

équation au même dénominateur , nous aurons un polynôme 

en X du quatrième degré , qui renfermera cinq constantes 

Arbitraires ; ce qui suffira pour établir Fidentîté des termes 

affectés des mêmes puissances de x, Maint^ant je vais àé^ 

montrer que le terme 

A + Bx+Cx* 

(x — fl)3 

t>eut se mettre sous la fonna 

A' 



JB' C 



(x -*• ay (x— ay (x •^- «) * 

. A^ B^, C'^ étant des constantes indéterminées. Pour le prou? 
ver , soit 

on a 

x = 2-}-a; 
donc 

A + lirrhCa?*_A + Ba+Cg« + Bg4- aCaz + C«* 



(x — a)^ 



A + Btt+Ca* . B+sa . C 



mettant la valeur de z dans cette équation , on obtiendra 

' A + Bx+C 3?'_ A + Bfl+Ca* B + aCa C 

(x-.û)3 — (^x—ay "'"(x — a)\"'"x— a' 

résultat de la forme prescrite , puisque A% B', C sont dea 
constantes. 

Cette démonstration pouvant s'appliquer à une équation 
d'un degré plus élevé, concluons (^u*en général, on peut 
supposer 



/ 



MÉTHODE DES FRICTIONS RATIONNELLES. ao/ 

,_ A AV A- , A» . 

~(a:-.a)'»"^(x— ar-'"^(x — ar-** * ' "^ (^ — û)' 

Il résulte de ce qui précède , que pour intégrer Texpressioa 

Vx^^ et c. , 

(x — a)^ (x — d) (x -y €)• * • 

ou supposera 

Px^ + etc. 



I (x — a)^ (x — ^)(x — e) 

_ A , A- , A» . D , Ë ^ 

— (x— a)3'*'(x — a)*"*"^Cx— a)"^Ô?^^"*"(x— e)' 

réduisant ensuite les fractions au même dénominateur, oii 
déterminera les conataiites A , A',.... A"^ D, £^ etc. , par le 
procédé que nous avons déjà employé , et Ton aura ensuite 
à trouver les intégrales des expressions suiwmtes : 

E - D, A» , A' , A , 
dx, jdx, dx, -p r-dx, ^3"^*' 



X — e * X — d *x — a ' (x — a)* ' (x — af 

Les trois premières s'intègrent par logarithmes ; à l'égard 
des deux autres , comme dx est la différentielle de Texpres- 
sion X— a, renfermée entre les parenthèses, nous suppose- 
rons (art. Û70) X — a = a, etnous aurons 

J {x—ay J z^ z X— a* 

J{x^ay~J z? — ^^* ^^— a**— a(x-a)-' 
donc enfin 

/• Px^ + Qx^+etc. A' A' 

(x — a)"(x — d){x — é) X — a fl(x — a)*"* 

,..+ A"log (x— a)-J-Dl9g(x — <f) -}-Élog(x — c) 
" -f- constante. 



aoS CÀLCtL INtÉCAAlv 

Soi. PrenoDi pour exemple la fraction 

ggj dr 

tiou^ anroiis 

aar A ^ A^ ^ 

)rédubant le second nombre an tnéme dénominateur , et 
supprimant ce dénominateur commun, il reste 

âOJB = A + AV + A'a, 

d*oà Ton déduira ces équations de condition 

aa = A', A4"A'a = o; 

^es donnent 

A'=:aa, A = -*-aa*; 

far conséquent 

aaxdx 22 *âx . aaâx , ^. 



Pour obtenir l'intégrale , remarquons que dx étant la dif-^ 
férentielle dé x+a, nous pouvons supposer x+<i— ^> 
^onc 

/^ûaxàx .dz , da 

7 — : — r* = -^ ^û* -r + 2a -^ t 
(x-Hc)' a » 

intégrant la première fraction da second membre par la 
tègle de l'article aSa, et l'autre par logarithmes , nous ob^ 
tiendrons 

/'aaxdx —20* , . . ^ 
%t en remettant la yaléur de z. 



/; 



=i — — r";: + aalog(a+-x) + C. ^ 



(x -1- o)* a -f- X 



MÉTHODE Df:$ • FftACtlOIlS RATIONNELLES. ao^ 

Ses. Pour sècoAd exemple, c{ierchona Tintégrale de 

OP^dT'i 



' '• • ' • 'M' 1 • , . , .t. ' ' l 

en égalant à zéro le dénominateur^ on voit que tous le^ 
termes se détruisent ' dans' Thypothèse de x == a ; donc 
réquation x^— or* — a*xi-|-a^ est divisible par x— a. 
En effectuant cette division, on trouve pour quotient x*— a* ; 
ainsi la quantité à intégrer est ' ' . 

x*dx x*dx 

(x* — o^Xxr^'o) rr (X + û) (a?.— a) (x -^ a) 

. "î~ '■• ■'■ >i .^~ x'dx • ■ 'î~ \'^"-''-y 

"~(x— a)»(xï+a)' 
Nbtis snpposerbfis dointe " f r '' v.'t.n ^ • 

(x— a)* (x+a) (x — ^)^ ^ X-— a ^ X + a ' * V 

réduisant le second membre f^u même dénominateur, on 
obtient . . •' 

a* A(j;-f-o)4-A'(x*--a')4-B(j;~tt)* 



9 

\ 
\ 

i. l •,-" J 



développant et égalant entre ^ux les coeniciens des mêmes 
puissances'de x, on obtient ees équations de condition : 

A'i+B = i i A— aBa.= o, Aq.T-AV+Ba»=ro....Cfl5). 

Si on multiplie la première par û*, et qu*on l'ajoute à la 
troisième ,. on aura 



• # • # 



. Aa + aBa* == a* ; . 

^ * « 

celle-ci , à son tour ^ étant ajoutée à la seconde des équa- 
tions (jêS) multipliée par a , on trouve 

'a'=:flAâ .et À'rsTîfljk 

* i4 



4,0 CAtCto W**«llAtî 

mettMt eette vateuT de A daAs 1* seoeédédW éipMftitfas <iS), 

on obtient 

et par conséquent la première donne 



f • I . »> « 



au moyen de» Valeur, de ce. cdiutante. ,' l'équation (a4) , 
multipliée par dx, devient 

aida; . ^^ _£lÊ^ J- ^^. + -;7^i-^.• 
Pour intégrer 5^^.;'nousfero«.fr-.«:^...«t cette 

grale , art. flÇa , 
donc . 



/< 






•f 5 log (* + ») + constante, 
4 



St3: On opéier* ée ï* mêide ih^mère «, dan» lé ^n*. 
^ipateur-, il y a.plii»ew»,ffoBpe8/de rame» égale»- »««. 

par exemple , 

aàx _ oax _, • 

(]?irî)i— (± — • !)• C* + > )• ' 

nous poéerdÀs ' 



METHODE DESf fRÀCTlOflrS RÀTIONl^LLËS. filt 

et » ' en réduisant au même ^éaominai^tur , Aôu» trou^ 



Terons 



I . • ; . ^ 



- (po-iy^x + iy 

sùpprimaiit les dénominatetirs «t (iévekp>paat les numéra" 
teurs> nous trouverons ces équations ée O(»dilio» : ^ 

A'+ B' == 0, . . 

A + A'-f B -. B' = o, 
2A — A'— aB — B' = o, 

. A — A' + B + B' = fï. . . 

La première èe tces équations réduit \k troisième à 
a A — aB tis ô , doâo 'A = B j là * secondé' réduit ' la qiià-» 
Irième à a A -f^ aB =:= ae ; d« ces ëqnationâ on cohchit . . . / 

a •■■■■■•',*•'; ' ' ■••<•;•.•■•- 

A = - = B , par conséquent la quatrième devient. ..... 

B' — A' = 5 a •, cette équation étant combinée avec la pre- 
mi^, on.troOTb i. ^ '•. 

Au moyen des valeurs de ces constantes , la différentielle 
proposée devient 

On intégrera les deux pt^mièfos*^ ces expressions par les 
règles des articles 270 et a6a^ et les autres par logarithmes^ 
et roHtroutera '" • ♦ . 






24^ . 



^ 



SIft CAUCUL nTiORAL. 

3a4- Avant que .d'extimo^r le cas où le dénominatetff 

contient des racines imaginaires , faisons quelques obser^ 

yations sur ces sortes de quantités : considérons d*abord 

l'équation 

a:*+px + 9s=:o... (37), 

• • • • 

et cherchons les conditions nécessaires pour que les ra- 
oiaes de cette équation soient imaginaires : en résolvant 
cette équalidft .on troave 



=-i'*V?-'v 



La première condition nécessaire pour que cette va- 
leur de X soit iinaginâliré , ^st que le dernier terme de 
réqua^ion Çs^) SQit^posjtif; car, s'il était négatif > l'ex- 
press i^n -^,g , qip est sotis le radical ^,,c];angerait de signe, 
•t le ja<|içal nalFeotfant. alors que des qqaclités positives « 
X ne pourrait être imaginaire. Cette condition étant rem- 

plie, X sera imaginaire, si q surpasse •- p*. L'excès de 

f sur -^ P* ^^^^ ^^^^^ ^°® quantité essentiellement positive , 
4 

« 

représentons-le par -^Vp^^'^^ carré est toujours positif : 
nous aurons 

■■■■■■■ ^ >=ip. + ^.;' 

fiisoi^s ^ t=t4y ^ur éviter les fractions , cette équation de- * 
viendra 



é . I 



suBstituons ces valeurs' de p eè de 9 dans la proposiée , nous 
trouverons 

:/ ^' a:» +'^a«i + «'* + i«» = o. . . (a8). 
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Cette équation étant résohe y donna 

x = --m:±:fi]/—i...(as)i 

ses deux racines sont donc 

—m+fi\/^^i et -^• — /H/HT^ 

ce. qaî montre que ces racines sont disposée» par couples ^ 
de telle sorte que l'une étant connue , fait; connaître l'autre 
en changeant le signe de la partie imaginaire. 

. 3o5. En général , une équation peut avoir plusieurs 
couples de racines imaginaires^ et chaque couple dpnnera 
lieu à un facteur du second degré , de I^ forme 

a:* 4- a«r + «* 4- /ft*. . .(3o). 

5oG. Quelquefois les racines imaginaires sont égates , au 
signe près; c'est ce qui am've lorsque « = o; alors. Tune 

des racines est fi V^-^ i et l'autre — fi }/ -^ i ^ et le fac- 
tem- (3o), du second degrés se réduit à x* + i^*- 

307. Pour donner un exemple d'une équation dont les 
racines sont imaginaires ^ ]è prends réqûatioq 

en la résolvant , je troqve 

» aprrsSaiV'— a* = 3adba V^ — V; 

comparant cette valeur de x avec l'équation, (99) ^ f^ 

donc, dans le cas présent ^ l'équatioiB (3o). devient 
5o8. Au reste , quand on a nne équation telle que 



\ 
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dont les racines sont imaginaires (^) , on peut la coipparer 
immédiatement à la formule (3o) , et Von a a« = 4 > donc 
«» = 4; si Ton retranche '4 Ae 12, il reste 8 pour /S*, et 
Féquation proposée peut se mettre sous la Sonne 

Le terme 8 , à la vérité , n*est pas un carré parfait; mais 
alors on le regarde comme celui de V^8. 

309. Occupons-nous maintenant de Tintégration des frac- 
tions rationnelles dont les dénominateurs renferment de5 
facteurs imaginaires; et, pour commencer par le cas le 
plus simple , considérons celui où il n y a qu une couple de 
racines imaginaires dans le détimmsatetor : supposons, par 
exemple, qu'après avoir décomposé le déiiominateur en ses 
facteurs , on ait trouvé 

Pîf Qjc + Rjc»4>Sj^irtc> , 

on égalera , comme nous Vavons déj^à fait ^ art. 3oo ^ cette 
fraction à cette suite de termes : 

Adr Bdx Uàx . Mor + N . 

x-^^L x— 6* " X — h x*^-4* fl»J5 -f" «* -4* ff* * 

et ayant déterminé les constantes A, B.... H^ M, N 5 par 
le procédé que nous avons employé, tous ces termes, hors 
le dernier, s'intégreront par logaridMnes; à Pégàrd de ce 
dernier , il s'intégrera de la manier^ suivante ; 

On remarquera que x*+2«a;+«* étant un carré parfait^ 
le terme à intégrer pttitVéttire ainsi : 

• -"^ + ^ dx. 



(a:+#i)*-f^' 



( ^ } On le reconnaît lorsque )e8 censurons de Vart. 3o4 sont remplies. 

• 
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Et y en faisant x -f- « = s » il ()eyient 

Mii + N — M*, 

€t, en nommant P la partie constante N«— M#| il se ré- 
duit à 

Ma4-Pj 

.'4* Ht-?* , 

cette expxEs^ion se ^écojiipose en ceUe^rci : 

' Msde Pdz 

?"+ r» ■*■**+ ^'' 

J^cur intégrer l^a première, nous bbserrerons que zdx fêtant 
la difiere^tiellfl de z'^-^^/i^ à vo £^ct^^ fcms^ant .près, 

9^1. peut, art. i?7i , mWP^f^^^'hfi^^yf 9^ fluinous^o'^ 
nera^ en différenciant , 

♦ a 

substituant ces yaleurs , nous obtiendrons — ^, dont Vin- 
tégralesera ■ '^ v 

^ log^ = ^ log (** + €«>=: ^ log K» + *)»Hr «0 
== JM logXx* + Q-6X + -^ 4- ff*)^ 

= M log ^oc^ + a«x,->h#* -)- ff *. . 

Pdz 
A regard de reiçressîon'-j»— -^,.en divièant ses deux. 

termes par C*, elle peut se mettre sous cette forme : 

■'..••■•■■■ :dB . 

,. p ■ T . 



a' 
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et Ton Toit que son intégrale est 



gr arc ( tang=ç 1 = ^ arc ( tang= —^J > 



A 



donc, enfin I 

Mar+N , 

a* + atuc + m" +'^ 

3io. Prenons .pour exemple la fractioii -—5 ax; .10 

dénominateur ayant x— 1 pour facteur, nous trouverons 
l'autre fticteur par là dirision , et la fraction proposée pourra 
st mettre sous la forme 



(*— i)(x» + ar+0 



^» .^ X -f> 1 étant le produit de deux facteurs imaginaires ; 
ainsi qu*on peut le reconnaître en résolvant réquation 
x^^x-{p13sso, nous écrirons . 

a + bx . l A_ • Itfx-t-N . 

réduisant an même dénominateur et opérant comme nous 
l'avons indiqué , nous tioaywons 

nous décomposerons ensuite le facteur j:* + x+ 1 en fac-» 
teurs simples , en le comparant à rexpression (3o), ce qui 
nous donnera 
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et par conséquent 



substituant ces valeurs et celles de M et de N i àatis l'équa-* 
tion (3 1)9 qui nous donne la. seconde partie de Tintégrale * 
et obsenrant que )a première est 

■ / 1 r 

nous trouverons 

/(a+bx)âx a4-6, , . («+&), ,• 






+ c. 



3i 1. Lorsque la fraction aiira dans son dénominateur des 
facteurs imaginaires égaux , elle contiendra un ou plusieurs 
facteurs du second degré, de la forme (x^^uttx.+à^+C^y, 
suivant qu'elle renfermera un ou plusieurs groupes de fac- 
teurs imaginaires égaux. Le facteur 

correspandra à cette suite de termes : \ ■ - 

H4-Kx W + K'x ' 



t 

t 

et ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs 



Al s QMCfit llItÉG&AL. 

égaux , on déterminera lea constantea 

IifK.^li, iv>Ht lv>*«* «^^1 lV| I etc. p 

comme précédemment. 

- On multipUera enâulfe par ilax i et tl ne » agnra plnà que 

4*iAtégrer chaque terna» tépanémant, ce que Ton péarsa 

toujours faire lorsqu'on sauva ^intégrer le^premitr tfW» as 

la suite (Sa) multiplié par àx , puisque tous les autres sont 

de même forme« Fûiir cet effet» jious écrirons ainsi ce 

terme : 

H + Kx , 

C(x4-«)* + C*3'^' 
faisant 4p ^ mrssLZ, il deriendra 

et, en nommant M la |)|irtie constante H — Ktf ^ on aura â 
intégrer 

€ette fracti(Ai peut se'décolnposer en ces deux-cî : 

(C* 4- a*y ■*"(€• + 4»y' 

Pour intégrer la première , comme zAn est la différentielle 
de z'+^S à un facteur constant près , nette supposerons 
z* + C* z=:y, (art. ^74), et nous aurons sf]^ p=: ^ dy ; substi- 
tuant» onoiHtendra 






_i (f»+z*rH-«_i^ K 
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II nous reste à intég|ier /AaY « v * ^^ pl'itôt , 

M(C» + a*)-''dB...(33). 

Poiir parvenir À cette kilégrale, nous la déduirbt^Hs de 
celle de /(C* 'j^z^'^Pàz , de la manière suivante : 

£n diminuant l'exposant p d'une unité ^ c'est diviser par 
C"-f;a*; par conséquent, en multipliant en même temps 
par la même quantité , nous aurons l'équatio.n identique 

(ff* 4.z*yda = (C* + z^y-' (€* + z*)da ; 

et , en exécutant la multiplication indiquée dans le second 
membre , il Tiendra 

(C« + zyàz = C\Q » -f a* )r-^da.4. (^* + 2i*)''"»z*da ; 

intégrant, on aura 

y|;e»4.a»ydB=:f •/?:?»+ z»)p"d5H- yi:ff •+ «O'-a'd*. . .(345. 

« 

Des deux intégrales qui sont dans le second membre de 
cette équation , nous laisserons la pre^iièpe «ous le sign« 
qui l'indique *, à l'égard de la seconde y nous y applique- 
ro9i rint4gra%16n {>ar ^i(tiesk fV)ur x^ela , ^n multipliant et 
en divisant par a l'expression (ff* -^-2i*)'^'a*dz, nous l'écri- 
COQS ainsi : . .. 

5(ff*-f z*y-'fiadz.. .(35); 

alors Cff*+*^)r'a«f5 sera la difféwtielle de C^' + ^'Z ^ 
de sorte que l'expression (35) deviendra 

en la comparant à la foiznule 
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nous ferons 

fl p 

et nous trouyerons 

r 

Substituant cette valeur a la place du dernier terme d» 
réquation (34) i et mettant les constantes en dehors du signe 
d'intégration , cette équation (34) deviendra 

n p ap-'^ ' ' 

transposant le dernier terme dans le premier membre, et 
réduisant . on trouvera 

on tire de cette équation 

faisantp— i = -~p, et par conséquent p=i—p, on a 
enfin 

• 

Au moyen de cette formule , on fera dépendre Tinté^rale 
de (C* -f- **)""''d*> d'une autre, dans laquelle la valeur 
nunilrique de Texposant, au lieu d'être p, sera moindre 
d'une unité; par la même formlxle, on fera dépendre ensuis 
l'intégrale de (C» + 2.»)'~?-'>da, de celle de (C»+a*)-Cr-»)dz^ 
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;eiiiisi de suite; de sorte qu'après chaque substitutio#, Vexpo- 
sant de la partie intégrale dimiovant d*une unité, il ne 
restera plus en dernier lieu qu'à intégrer l'expression 

or, nous ayotis vu , art. 1177, que l'intégrale de cette expres- 
sion était 



iarc^tang=|y 



On ne cBercBepas à faire dépendre l'intégral e/(C*-|-ii*)"^*dz; 
de celle de /(C*+;t*)*'da, quantité qui se réduit à z*, car, 
si dans la formule (36) on faisait p = 1 , le terme 



2(1 -— p)©" 

deyienAait infini, . , 

3i5. Il résulte de cette théorie , que l'intégration de toute 
fraction rationnelle ne dépend %ue ie cè^ trois sortes de 
formules: 

■ 

c'est pourquoi on dii^. que tout#.fractîçm rationnelle peut 
toujours s'intégrer ou algébriquement, ou par logarithmes^ 
ou par arcs de cercle, pu par le concours de ces moyens. 

•' S14. Nous tenpinerons cettetbéorie par un exençple qui 

renferme tous les ca^ : soït donc la fraction rationnelle 

... . . , . 

RR'R"...6S'...TX'-,.,UIJ',.-. • ■ ' 



» • • 
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dans laq^Ue on a 

_. i,~ "^ ' / facteurs réels inégaux ; 



s = (x — c)", 

S^ = (a? -«<2t)*i ^ faveurs réels égaux; 






r = x' + a« X + • '+ C'*, \ facteurs imaginaires inégaux; 



r ■ 

tJ'==(x*+a«^x-|-#/+^/)^, f fa€teurs imaginaires égaux; 

on supposera 

P x*+ Fx^' + P'x"'^+ etc. _ A B C 

RR'R"...SS'...Tr...UU'.,. ~x— a"*"Ï^Il7'^x— c 

• • • 4 

Ë E' E' 

+ (i:i"ô^ "^ (X — e)«^"*" (X - €)•»-•• • • + ^«^- 

•• iï . F' - F'' ' ' *i 



« 



~a!* -f fl«x + •• + ffx'^am'x'^m'*-^* ' 

f 

«♦■ ■ . I I *' ^ - «■'■ J^. I ■ , ■. : .■ Il JJ ' > ' _!/ ' . *T* ClC» 

^ (X» + a-.^ + «; + i;y ^ (ar'+2-/-i-/+c;)'^' ^ 



■9^ 
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et ajant réduit lui^ixiéine dà^omijQatfur'j^o opérera comoif 
noua lavons expliqué. 

De r inJtégràtion àesfbiicîiùni irtàtionnelles. 

3i5. Lorsque dans une expression différentielle , qui con- 
tient des radicaux, on peut, a Tàide d'une transformation, 
faire évanouir les ladicaux , l'intégration sera ramenée à 
celle des fraction^ ftrti^nelleb. 

On peut toujours faire évanouir les radicaux qui n af- 
fectent que dçs quantités monômes ; le procédé que Ton 
emploier/a,, pAur y parvenir , sera le, même qn^écelui dont 
nous allons faire usage dans l'exemple suivant : i 

Soit 

y- ~ . i.* 

yx — Za j y ^ ' x^ — 3a , 

dx, on plutôt — — . — Ax \ 






x"— a: 



on réduira les exposàns fraetiohliâîfes iau même dénomîna-^ 
teur, et ayant trouvé que le dénominateur commun est 6^ 
on supposerai X =: a^, alors oti aura 

' ' 3 ' 

jsubstitviant ces valeurs, on trouvera 



•l 



t^'i-i/x *"-^** ^ ''^^ 



on intégrera céfre fexfirêsstoli par \a. ra^liddè dés fractions 
iratiofQ^eJles,^ et on substituera emi^ite dans l'intégrale la 
valeur de z en x, 

3(1 6. Il n'en e^t pas df^ même lorsque le radical affecte un 
polynéq^r, (wprenâaiOt ' on peut m\éef»v^.Xw^^ exp^ression 
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en X y qui nnfermêf |/A + Bx+Cjc*,c?est-à-dire tonte 
expression de la forme 

F(x, |/A+Bx + Cx*)dr. 

Il peut arriver deux cas : le terme Ca^ sera positif ou néga- 
tif ; s*il est positif^ on écrira ainsi le radical , 



v^cV?+r+^' 



81 ce terme est négatif ,. nous le regarderons comme le pro- 
duit de -f'C par — a», et alors le radical poutra'^e tnèttre 
sous cette forme > 

pour simplifier , faisons 

nous aurons donc à intégrer les deux cxpressiqn* , .j 

F(x, v/a + Ax+x*) dx, F-(aî, ^/a + Ax — x*) dr. 

OecupoDs-nous d*abord de la première. 

Notre but étant d obtenir , par une transformation, les 
valeurs de x , de dr et dé V^a+6x+aîVen fpnctioa 
rationnelle d'une nouvelle variable z, nous supposerons 

|/a + 6l+,x»,==a + x (*)... (57), 
parce qu'en élevant au carré , les termes en x* se détnïîsafnt, 

(*) On pourrait aussi égaler le radical à 2— a: , puisqu'en 'élevant le» 
deux membre» «n cart^, l«t termes «a ** »'cTOno«irti«ut paiement. 



/ 
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il nous restera entre 2 et j: une tSquation du premier degré , 
de laquelle .on pourra tirer les valeurs de x et de dx en 
fonction rationnelle de z. Élevant donc Téquatiou (37) au 
carré , et supprimant les termes en a?% on obtient 

a 4- ioi; s aa?2 + *"• • ♦ (38), 

tfoù l'on tire x 

^* — û • _ . 
x = r ^••.(5q); 



au moyen de cette valeur, l'équation (Sj) devient 
ou, en réduisant au même dénominateur. 

Il nous reste à déterminer dx en z : pour cela nous diiFé- 
rencierons l'équation (38) , et nous obtiendrons 

• bix r=: axds + oxàx + ^^^ > 

d'où nous tirerons 

(6 — a2)dx = a(a: + z)dz 5 

et si l'on élimine le radical entre l'équatTbn (Sj) et l'équa- 
tion (40) , on aura 

* b — as 

substituant cette valeur dans^^Téquation précédente , on 
trouvera 

i5 . . 



f 



ssS 'KivcoL utiftBâti. 



« 

317. Ptenoos podr exemple 



ooia écrirons mnsi cdtto escprenion : 

j dx 

yC X^xV^a + ix + x^' 

-«nfabant--=act-= 4. L'équation (40 > ditisée pae 
Téqnation (4o)i nous donnera , après avoir réduit^ 

dx âdfi 



l/a+Ax + x* A — as' 
«t^ en divisant <par l'équation (Ss)^ on aura 

dr ads 



■É fiii»»^*^ 



xV/a + fcx+x* »• — a* 

multipliant les dénominateurs par V^C, cette équation de^ 
viendra ' * * ' 

or dx Qdz 

x\/CV/a+6x4N^'.^° X V/ A+Bx+^ '^ (fc*~a)VC * 



fraction qui s'intègrepar la méthode des fractions ration- 
nelles^ puisqu'on peut regarder (/G comme uae constante 
ordinaire, * ^ 

Si 8. Pour second exemple » prenons dx v/m' + x^ : en 
comparant le radical à celpi delà Formtile (4o) , nous avons 
fi =m%.4 = 0, et en mettant ces valeurê dans les éqna-» 
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^pa G^) «t (4i)» nous trouverons 

donc 

Lorsqu'on aura intégré cette «xpression rationnelle , on 7 
9ubdtituera la valeur de z en x. 

Si 9. La méthode précédente ne |>6iit être emplQ3rée 
lorsque Cr* est négatif^ car«n opérant comme ci-dessus^ 
on aurait 

= V/C \/a + bx — a^. 

Or, si nous supposions V^a -f- 6x — a:* = j:+25, en éle- 
vait au carré les deux membres de cette équation , les termes 
en x^ ne s*éyanouirâient pas , et alors la valeur de a: en s 
serait irrationnelle. Pour traiter ce cas , nous remarquerons 
prêlîmînairement que le polynôme a -+• ^x — x', est tou- 
jours décomposable en facteurs réels du premier degré (*)» 

{*) Pour le dëmontter , nous écrironf ainsi ce polynôme 

v 
tet noos tronTcrons les facteois de x* — &x — a , ea égalant à z^ro cettt 
«Z|>ression^ ce qui nous donnera 



donc, pai[ la propriété des équations 

«t paMqM, pu bvpoihtee, a tept^iegie luu quantité poùttTS, lei fiMf 
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Soient m et » les racines de l'équation x'-^ ^ -^ a rtsO] 
nous aurons , d'après la propriété des équations » 

ap* — ix — a=:(x — ^ (« — • ), 

«t par conséquent ,- en «changeant les signes , 

û + ix — x^ = — {x — «)(x— «') = (j:— «)(«'— x); 

substituant i:ette valeur dans le radical , nous supposerons - 

y V/(x-— •)(« — x)=(x — 4)z...(4a); 

tette équaMon élevée au carré , nous donne 

Xx—m) (• — x) = (x — «)'s*i 

• . - • * . • . 

et , en supprimant le facteur commun ; on a 
' « — x = (x — «K...(43), 

d'où l'on tire 

u' + mz^ 

•donc 

et 9 en réduisant aum^ms dénominateur ^ 

eette valeur étant mise dans le second onembre de l'équa- 
tion (4^) > on obtient 

l/(x — •)(•'— x) = ^^^ a ... (45). 

— iW— — — — 1— 1— — ^— — «I—— — . Il II " I 111 I .1 ■ 

teurt qui composent ce produit ne peuvent cUrc imaginaires. Au reste ^ 
sans résoudre Tëquation a.» — Ax — a-= o , on peut conclure , d'apiès le 
«igné de son dernier 4e(m£, an. 3o4j qu'elle a ssscacineir réelles. 
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'A regard de dx , • il suffit de dîfFérencîar Téqimtîoa (44): 
pour en obtenir la valeur en z ^ et nous trouverons 

330. Appliquons ce procédé à l'exemple 

dx 
V^o+^o: — a;* 

BOUS diviserons l'équation (4G) par l'équation (45) , et nou»^ 
aurons 



doc 



fiÇtt^ — •)» 



\/a+bx — x^ 
donc 



(*'+'>*^^^ 



dà=- 



odt- ^ 



/ ;/ , f ^ === — flarcs(tàng=z74-Cv 
0*1, en remettant la valeur de 2, donnée par réquatio.n(42); 



-:;=— =:=r=r=C— aarc8(tang=^^-^^ ^^-^^ i 



^*a + iar — x^ 



a?— *- «»- 



) 



=£-a««(ta,iS=y/^-î). 



321. Prenons encore pour exemple dr^/ aax «^o:*: eîi 
comparant ce radicâî à celui de l'équation (4^)^ nous aaron« 
« = o ^ lef = 2a , et les équations (45) et (46) deviexment 



V/x(aû — ^)="rX"~> ^ 



_ 4gg 



. — dsu r 



oes équations multipliées l'une par l'autre, nous donnent^ 

.^ — _^ SaVda 
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expression qni s'intègre par la méthode des fractîo&s rs^ 
tionnelles. • 

De l'intégration des dijfferentielîes binômes. 

Saâ. Nous avons vu qn'un moyen très fécond pour intér 
grer des fonctions qui contiennent des radicaux ^ était à» 
transformer ces fonctions en d'autres rationnelles^ pour pou- 
voir j appliquer Ta méthode des fractions rationnelles. 

La difficulté est de trouver la transformation qui peut 
être employée pour chaque cas ; nous avons indiqué celle 
qui convient lorsque les radicaux ne sont que des trinômes^ 
dans lesquels la variable ne surpasse pas le second degré ; 
ces sortes d'expressions étant très fréquentes dans l'Analyse^ 
il était utile de faire connaître la tranrformation propre à 
les i^endre rationnelles. Nou3 avons aussi dotoé un procédé 
général pour rendre rationnelles les fonctions qui ne con- 
tiennent que des monômes élevés à des puîâsances fraction^ 
naires; nous allons examiner maintenant si, à l'aide d'une 
transformation , oxk peut rendre rationnelles les expressions^ 
•^Inomefi qui sont affectées d*exposâns fîactîonnairés. 

3a3. La formule générde des expressions binoines est 

aï*-« (a -4- ix*ydx (* ). 

C^) L'cxpressioB > binôme Af-f-Bx' ëtant ub oas particulier' d» 
' celle-ci , ( Ax*" + Bx'}'', c'est à cette derwère formule que nous rappoiw 
teions teé âiCfëreiMieHe6 binoaiés f tïxsûs pouoroxis Pcerlre aiasi : 

et , en faisant 4 — rz=zn, rp^=.m'^ i , elle deYiendca 

a:i»-«(A4-Bx»)P. 

On a prëferë remplacer rp par m — -r , phttdt ^oe .pac m ^ parce que fe» 
conditiona d^iatégvalûUié v|ont pTuf facilef à exprîmer^ comiœ noua^l» 
vcrroDf. 



inxéguation xns.DiTBésiBif vu^ixes binômes^ âSi. 

Si p est ttB iMnnbf» âatiçr , cette formulé s'intégrera piar 

Tarn. sv€^; laais k^i^sque g sera égal à kfraption - nous^v 
aurons 

Pour rendre cette expression rationnelle» nousferonà. 

a + kxf^ = af . • . (48) > 
ou 9 ce qui revient au mime , 

(a + ix")** c= ;&,, . 
•t par conséquent 

(a + &x»)l = «^...(49>. 

Xu'équation (48) étant différenciée, nons donne 

brix^^^àx = ça^""'djB. . . (5o) ; 

la même équation (48) étant résolue par rapport k x; 
on a 



*=(t^T 



donc, esr élevajat les detnc. meabce» de cette équation i la 
puissance m y. on obtient 






âifFérencidnt lés deux membres , mettant les oonstaates en. 
dekoTSj et diyisast par m , on troa?e 



?-i 



*^=a(=T^" •"•^' 
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•nbstituant y dans Féquation (47), cette yaleor ainsi que cellt 
de (a + ia")S donnée par Téquation (49) , on a enBa 



iâC^"""'---'-- ••(»■). 



Cette expression est rationnelle lorsque — est un nomBro- 

entier positif ; car alors — r— est élevé à une puissance 

entière , et l'on peut réduire Vexpression ([5i) à un nombre 
limité de monômes , qui peuvent s'intégrer chacun par l'ar» 

ticle sGa on par Fart a68. Si ^ est un nombre entier né-^ 

n 

gatif, l'expression (5i) devenant aussi rationnelle , on peut 
l'intégrer par la méthode des fractions ratiomielles- 

394* Prenons pour exemple l'expression 

Dans ce cas , nous aurons 

p=!=a, qzzzZ, m— 1=:B, oi^ m=ff, if=a; 

par conséquent la condition d'intégrabilité est satisfaite; 
Substituant ces valeurs dans l'expression (Si), nous aurons 
à intégrer 

donc 

on substituera ensuite dasis ce résultat la valeur de z en a?^ 
Sa5. Pour obtenir utae autre condition d'intégrabilité^ 



INTEGRATION DES DIPFiHCNTIECLES BINOMES. *â33 

icrirons Fexpressîon (/^j) de la manière suivante : 

* 
et, en élevant Jjea facteurs du produit (— s + ij^*> à la 

P 
puissance ^ , nous aurona 

a:m-ia: ' (iL + iV == x ^ (ax"» + i/dx. 

Or, d'après la démonstration précédente, il faut, pour que 
cette quantité soit intégrable , gu^on ait 



m + - 



t= nombre entier; 



n 

' - . . 

eu , en exécutant la division indiquée, 

— + 2 = nombre entier ji 
n 9 

3a6. Prenons pour exemple Texpression x^dx^a-|-&x^. 
En écrivant ainsi cette expression, . ^ 

x5-> (a+i^c^^dx, 

77^ = 5, ntrzZ i pzsni, 9 = 3, 

par conséquent 

m p 5 . 1 

donc cette quantité est intégrable. Dajis ce cas, on aura 
(art. 3fl5), 




• 



aS4 cAtcn. mvicukL* 



et en rionûsint les exposana de x, oelt» ^xpr^àon i0^ 

yiendra 

faisant ax'^^'^ bt^iZ^, nous trouyeroni 
eu 



(â+ ')*=•. ?= 



a- 



la~ dernière de ces équations nom dpâne. 



--3 • ^ 



d*où Ton tire^ par îa différenciation^ 

az^dz 



â?Mi7= — 



multipliant entre elles ces deux dernières équations^ on % 

cette yalenr de ar^r , et celle dièf ftfâp**-^' R)^ étant siibsti-^ 
tuées dans l'expression (5â)> on trouye enfin 

expression qui est intégjrable- par la méthode des fractîona<. 
rationnelles. 

Vufo/m^l^ 8é réduction dès djfférwUelhs Hnomes^ 

3^7. Lonqne l'éqaation x>"-'djr(a •f>&x")P ne satisfait fM WÊÊiJtûm^ 
lions d'int^grabiliji* que %9Sk% Tenons de prescrire , OQ peut J apfil^B^iï 



•■'••• i ■ . ■ > 
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Ma éùtnpàxktït h^ fonAttfe /x«»^*d«{iiH-^*y> au picinîer membre de 

noua sappoeerons 

(a-f-*jr»)^=«, x*^»djc=dp5 donc •'= — ; 

et nous adrons, en mettant les constantes en dehors du signe d'înt^ 
gratioiiy 

/j:«-idjr(rt4-*^")''t={«H4tx*)^— -^22*/t»(tt4Ax")F-«x-^»dx, 
oa , en réunissant les exposans de jr^ 

Ht ifi 
4'ane attire part, on a l'é^ation identi^oe 

et, en exéentant la muliiplîeation indiquée, cette équation doiHM 

(a -4- ifx»)F^=ia (a -+- hx')P^ H* ^a?*(« -f- è4f»)f-» } ' 
mnttipliant les deux membres par :t"*^' âx , on trouve 

/ar»^«dx(aH-*x-)^=:tf/x-^»dx(fl-f^*»J^»4^/«'»*-'^»dx(«-4^je«)^^ 

Au moyen de cette e'quation , on peut ëlîminer le dernier teime de Téqua- 

■* pif 

tion (53) ; car si on multiplie IVquation (54) par '^, et qu'on Pajoute k 

Féqnation (53) , on trouvera 

^i'h^^fx'^'àx(a'^hx»)P^{a'hbx*)P~^!^ 

multipliant par m et dÎTÎsant ensuite par le facteur constant du premier 
membn, on obtiendra 

Far cette formule on fopnK donc faire dépendre Tint^^prale de. •• 
ar"^>dx(a -f- &j:")p, d^une autre dans laquelle l'exposant qui affecte la 
l^renikèse sera moindre d^nne unité. 

Si daas cette foiuole on met ensmte p ■— i à la place de p, rkU^praU 
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de *«-«cbt(tf4.Ax»)P-« dépendra de celle de ae»-»d3c(tf -f-**»)'^» î par 
un même procédé, celle-ci, à son toar, dépendra de celle de..... 
ac»-«dac(a + fcx»)^-», et atasideiuite : de aorte ^uePexpoaan^de la paren* 
thèse sera snccessÎTement ^, f? — i, p — a, p— 3..., p — n. (Pàr'n, noa» 
rcprcsentonale plus grand nombre entier contenu dansp que nous suppo- 
sons fractionnaire. Si Ton peut obtenir l'intégrale de x*-»dx(<i-h^jr")^""^ 
on anra celle oà Tcxposant de a^^àx* est plus fort d'une unité, et 
ainsi de suite, josqu^à Tintégrale de x^^*dx(a -f- bx'^P, qu'on obtiendra.; 
de cettp manière , en nn nombre limité de termes algébriques. 

3a7. StpjSuitn^attf,réquation(55) donnerait 

/r»-»djr(«-f-©j:")^'=— — ; » ■■ ^^ ' — ' " ' '' >- 

faisant.;»—- i>3s p , on aoraîc 

formule dans laquelle , si l'on fait p négatif, l'intégrale proposée dépendra, 
d'une ancre dkos laquelle l'exposant de la.parenthèse 8era.|glus près dezëro 
' d'une unité. 

3a8. On peut aussi diminuer Pexposant do*, hors de la parenthèse. 
Pour cet effet, on égalera entre eux les seconds membres des équa-*. 
tions (53) ei (54) , tu que les premiers sont égaux , ce qui donner» 

. (a + Ja?»)^ — — ^/x-i+»-« {a -f. bx')f^'âx 
^ ^^ m m '' 

=5a/ir— «djc(a-f^ftjc")'~'+*A"^*~'<^(« T^- **.")'" V ^ 
d'ob l'on tirera 
(b^^\.x'^'*''l0'-i^bx'^^*épç=z(ar^bx')p'^~af^^^ 

et par conséquent 

faisons ift-f'/i = m,>-ri=:p; cette équation dépendra 

fx'-' lx(,a-flx-y= Hm-hpn) ^ '\ 

A" i»oy«n. de-cette formule, l'intégrale dépendra d'une autre datttb»- 
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quelle la partie jC»-», hors de la parenthèse , deviendra ar"-"-» ; cctt% 
«çconde intégrale dépendra à son tour d'une troisième , dans laquelle la 
partie hors de la parenthèse, sera m — an — i : en continuant ainsi , les 
«zposans de x hors de la parenthèse seront snccessÎTement m — i , 
m — n— -I, m»-an — i, m — 3/i — i. .. m — rn—- 1. (Par m, on 
«ntcnd le pins grand multiple renfermé dans m.) 

A la dernière de ces opérations , l'exposant de x hors de la parenthèse , 
<lans le second memhre de l'équation de réduction , sera donc m — rn — i y 
par conséquent x , dans le premier memhre de cette équ ation , aura 
pour expoaai^t m — (r — i) n — i : ainsi , en faisant nf^m — (r — i)n, 
dans \à formule (57), et ea représentant par X la partie intégrée, cette 
Normale nous donnera 

Si m est égal km, le coefficient m—-* rn est zéro, ce qui fait éyanouir, 
dans le second membre de Féquation précédente, la partie affectée du 
signe d'intégration , et il reste 



/x»-('-0»-«djr(a+&r»)^ =s 



&n(i +p) 



y 

'Cette intégrale étant déterminée exactement , toutes les antres le sont à 
leur tour, par conséquent la formule proposée est alors intégrable, 

3ag. !Nous avons supposé que m était positif dans la formule (57) qui 
diminue Texposant hors de la parenthèse ; pour avoir celle qui convient au 
cas çh m serait négatif, nous tirerons de la formule (57), 

r «-,-, Ji .f'.ij. v-V- (^àT-)F^^x'-'»'b{?>H'np)fx'-'^dx(a^T'>)F . 
fx^»-^dx(a-Hfx'y (ST^T^i » 

faisant m — •» =7n , on aura 

An moyen de celte formule, quand l'exposant hors de la parenthèse est 
négatif, l'intégrale dépend d'une autre, dans laquelle la valeur de cet 
exposant est moindre de n nnités j car l'exposant de x, hors de la pa* 
renthèse, dans le second memhre de l'équation (69), étant ni-i^n -^ i , 
si l'on remplace m pur sa valeur négative, que nous représenterons par 
pif, cet exposant deviendra — (m' — a) — i , tandis que celui de x , hors 
delà parenthèse, dans le premier membre, sera— -ni.^ •— i ; et ea necon- 



â38 CALCUt INTÉGRAL. 

«kUmic qat lai viknii nan^ri^nat de ces cjcpotvis » U «it cerlab qiie 

33o. Poar donner nne applÎMcion dt oct fot— let , toit 

jr"'dx' 



Xécrif aîaai ceita exprataioa : x»dj:(i — x«) 'j et en la comparant à 
celle-ci I jr"»-»djr(«+Ax»)^, j'aurai 

m—- i = m, ou m=j» + ï, <i=i, isr^^i, n = a, p= • 

L'exposant de la parenthèse ajrant ane Talenr numérique moitt4re qne 
Tunitc, Boua eheachenws h dimiuncr Fezposant qui est hors de la pa- 
renthèse, et , en conséquence, nous suiistituerons les valeurs précédautes 
dans la formule (57) , ce qui la changera en celle-ci : 

_i 



m 
ou / 



Si l'on fait successivement 



_z Px'^^Ax jc"-«V^i— X» m— .5 /*x*^»clr 



ainsi de snite. 



La première de ces équations nous donnera la valeur de / ^" "^'^. ^ 

%/ |/i — X* 
qu'on mettra dans Tequation (60), et Ton trouvera 

/►j-a,^ 1/ if^f'""* . m-ix— î-J , m-im— 3 /V'^-^dx 

on substituera ensuite snccesstvement, dans ce résultat, les valeurs da 

I :=:.=r=: Ct de I — -=r^=r, CtC. ; 
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«i m est na nombre entier pair, la dMoièN nué^nle ^qM-î^ ^btiflad» 
•en 

n m est ^ ao&bre entier impair, cette 4ern2ère intiégnilevent 

fax 






•X* 



€1 comme ^ors xdx est la dii&'renticUe de x\ à nn facteor constantprès. 
nous fcrontr— *»as«,€efninomd#Miera 

La dernière int^^e^tant bnnvée , il ei^ rësnlteqae lonqne m sera un 
«ombre entier, la formule pourra toujonis 8^int<^grer. 

35i. Prenons «ncore pour exemple J^-— : en ëerivant ainsi 

-celle expression \ 

*-*(i— *«r*'dx, 

-on la comparera à la foimnle (Sg) pour diminuer TexpoMM bon de la ^ 
parenthèse , et Ton aora 

mn moyen de ces yalems , la forméle (5q) deriendra 

t. 

on plutôt 
p dar y/i—- 3r« m — a P dx 

Sî iH est nn nombre pair, par exemple 8, rintdjgrale de -^ 



dx 



d<h)endra de celle de ■ — » ; celle-ci. en Tertn de la même formule . 

dx . 

d4>endra à son tour de celle de ~, ■ • ^ ^ » jusqu^à m s a î dans ce 

x*yi — jc* 
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(kmîar eu, b fommle (6i) donnera 






de forle qae, par des subetitatioiu sacoecsWes, ott obtknt Tint^ralf 
lonque m est pair. 

- Dana le cas oii m est impair , par exea^le 7 » en mettant snccessi* 
▼ement dans la formule (61) k la place de us , les valeurs 7 , 5 , 3, on ne 

pourra s^arréter à m =: i ; car , dans cette hypothèse , le coefficient 

de la seconde int^rale derlendcail — - •- =;— 00 ; ainsi , la plus petite Ta* 

leur que Ton pourra donner h x, sera x ^ 3. Dans ce^e hypothèse , la 
formule (61} dayiendra 

/*_ àx y/i— jr« î P dx 

Ponr int^er T^^pression ' t— , nons ferons x =?: - , ce qni nous 

xyi^x* z 

donnera 

d« -y ^x« — I 



dx 
et par conséquent 



dz 



*Vi— X» V,'z« — I* 

nous aTons trony^, art. a88, page ig3, 

./ Va* — I 
donc, en diangeant x en 2 , nous aurons 



/- 



dz 



remettant pourx sa valeur ^ , on aura 



= — (logx-f. |/a«— i); 



f 

Ainsila formule* peut «^intégrer , soit qu'on prenne m pair 

x** V^ I — X» 
qu impair. ' 1 , 
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Dç ï intégration des quantités qui renferment de^ 

sinus et des cosinus. 

o3â. L'intégration dès quantités qui renferment des isinus 
et des coBinus dépendant de la possibilité de développer 
t^os^x, cos^x, cos'^a:^ etc., en fonction des expressions 
coso; , 6os àXf cos 3xy etc. , nous allons démontrer ptélitni* 
nairement comment on peut y parvenir parla seule Trigono-» 
inètrîe (nofè troisième) k 

Si dans la formule 

cos (a -f- 6} î= bos a eos & -^ sin a sin6 . , . (6a), 
on fait aT=zb, on aura 

cos sa = cos* a — sîn •« == cos^a — (i — cos* a) 

PS a cos* c— i; 
on tire de là 

' iCQs*o = | -f'^cosaa; 

knultlpliant Cette équation par cos a y elle devient 
cos'a = \ Coaa + ^ cosa. cos aa. . . (63)k 
Or, siàTéquation (6û) on ajoute celle-*€i : • 

cos (&*—«) = cosa cos b -^-sina sinb^ 
on obtiendra 

cosa cosbr=z^ cos (a -j- 5) + i cos (6 — 0)5 
faisant i =: aa ^ on aura 

cosa cos aa=:î cos 3a 4*7 cos ^> . 

« 

éliminant cos a cos fia , eiitre cette i^quation et Féquation (65), 

on trouvera 

' cos^ a = J cosa + J bosSa. 

On calculerait par le même procédé les puissances 8upé« 

rîeures de cos a* 

16 



333. Cela posé, lorsqu'on aura à intégrer Texpresslon 
coé^xdx, dans laquelle m est un nombre entier, on mettra 
pour cos"x , son développement 'qui , cTâprès ce qui pré- 
cède I ne contiendra que des termes pris ^^ns cette suite : 

constante , coi x , ^oanjr , eùair , coa 4^ > etc. , . 

de sorte que tout se réduit 4 savoir intégrer im terme de la 
forme cosmxdx. 

Pour cet effet, nous remarquerons que $i dans Féquation 

d sinz=cos2^«dsy 

on fait ^'s= jTut ; on aura 

% 

d sinmx=:ços mx.mdx; ' 
donc 

sin mx 



/^-cos mxdj: = 



m 
On trouverait de même que • ' 

cosmx 



/ sin mxdx ==— 



m 



Prenons pour ^^dmple cos^x.dx : mettant pour cos'x sa 
valeur i +i ços ax, nojis aurons 



X 



^ /cos^xdx = /{î + 1 cos ax)dx = - -}- J sin six + C. 

534* «Sî l*on voulait intégrer sin"*xdx, oh procéderait 
d'une manière analogue ; ou bien, «n représentant par & 
l'arc complément de^ ^ , on outait 

x==î«r— a et dx=— d«,: sinxs=:cos£; 

on changerait donc la formule sin^x.dx > en celle-ci : 
— cos'"zdz , et l'on intégrerait comme ci-dessus. 

335. Prenons le cas plus général sin'"xcQs"xdx; si m est 
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pair on fera n» = aj?i', et l'on aura à intégrer 

' 8În'"^x coa'^xdx = (i — C08*x)^ co8*ji:dr. 

On développera (i^cos^x)"^» et en multipliant par cos^xdx, 
on obtiendra un& suite de termes , cbacan de la forme 
cos^xdrr^ et l'on intégrera comme cî'-dessus. Si m; est inq»aîv^ 

on fera7n.= dm' + i> ^ l*<w ^vxb, 

fiin"*a? cos»jcdr = sih*"'* co8*jp spixjdr 

= (i — cosV)*^' cps*jp X -*• d C08 :r ; 

« 

faisant cosx =£, on changera cett« expression en 

m' et n étant par hjfqpothèse des entiers , on développera 
çton intégrera. 

336. Pour appliquer ce procédé aux expressions 

cos^ordai sin^xdj? 

sin'o? * cos"*a? ' ■ 

• ■ • • • 

'* • ' " ' • 

comme la seconde rentre dans l'autre . en faisant x:=:-"^z* 

nous ne considérerons que la première^ Si Wt e|t p^ nou^ 
supposerons m ^ sm > et nous aurons 

cos^dx (i — syi^a? )*^^ ^ 

8in*x 8in*x 



■ s V 1 Ma 



;> . ••T*^^. 



«xpjression doi^t l'intégrale dépendra de celles de siax^dop et 

, dj? 

de-r 



♦ ^\vtx 



Nous savoiu intégi:er la première, et noue verrons bientôt 

i6. . 
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comment 8*intègre la seconde. Si m "est impair, en faisant 
m = am' +. i , on aura. .. . 

•■ ■ . " "^ la 1 ■ ■ ■ . '^ ■■ ■ ■ ■»- ïT (i — «nr «m* x -f- «te.) ■ . <^>' 
fcio'x , (Un"x \ sm"x 

cKpreséiûii' doot cFinliégraie 'dépendra de celles de. ... «^ 

sin'j: cos xdx «t de — r-s^-^t non» avéns' traité de la pre- 

sin"x ^ 

mière, art. 334 > occaponi^nom de la seconde. Pour intégrer 

■ : . — ' nous ferons sint xt='» ; dénc dx cos x = dz . et 
bm*i; 

par conséquent h. . 

/da: cos x . /'dr ^ ^, , a**^"*** , ^ 
8in*jc J «* -^ 1 — /t^ 

djc 
Arégard.derinté^alede-T-]Py la même transformation 

"'*■■; dz ' 

changera cette expression en ^ , formule que nous 

«ayons intégrer. 

337. Enfin si Ton a à intégrer — - — .-—- , on multipliera 
.__• • . ■ 'oos^iFsm'à: ^ 

èette expression par cos* a; -f~ sin'x, quantité qui équivaut à 

rttBitéj^tr^nanra « f '^ ' 

' .. • 

àx Qx . dx 



cos"*JC sia"jc coa"*""*x sm^x ^ cos**x sin*"^^ * 

par là on diminuera .la somme des exposans du dénomina- 
teur; et J- en repétant un certain nombre de fois cette op^ 
KÎtlôn; et en metTanf snçpessîvemeht àpart toutes les frac- 
tions qui y dans leurs dénominateurs , ne renferment qu'une 
puissance -d*im siniis où d^iiti (îoslnus Q>arce qu'on sait inté^ 
grer ces fractions d'après ce qui précède), à la dernière opé- 
ration , on tombera sur des termes qui pourront encore con-» 
tenir des puissances de sinus' 6t de cosinus ^ du qui seront 'des 
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T « 

« « 

fi[>rmes.8uÎYaates :, 



sin af cbs a; * cos x * sin a?* 

à.jc 
Pour iàtégrer -: > oa multipliera le jinmératepr pat 

cos^jc -f. 8in*j;| et Tdn aum-» 

dr - cos.r . , smx dsino? écosx 
=dx-: — ■f-dir-—*— = . rrr-~> 



sinareo&x; sipx coâx. âiax cosx; 

expression dont Tintégrale est. 

. " * '. ' . . . ■ 

logaïax — logcos x + \og C==lDgCtangar'. 

Pour intégrer ■ . » t. on fent C03 x = a , .et l'on aura 

3111 X • .'. ' 

- .^ d^ dx . âz ^^ ds I 

8in X sm X sm^x 1 — z* 

Formule intégrabls par la métbodedéaf fractions ratipnnelles;. 

A regard de , on supposera siûx== 2^ et 1*011 trouvera^ 

€08 X. 



V C08X, J '{/l-^ 



z!t 



338. En général , on peut toujours transformer lés ex«- 
pressions qui contiençent des sinus et des cosinus en^ d'autres 
qui n en renferment pas : pour cela , il suffit d'égaler sin x. 
ou cosx à. une nouvelle variable z. Par exemple, si dana 
l'expression sin"*xcos"'x4x, on suppose sinx.=:z^ on aura 

co8X= ir 1 -^z* et- dx=s — — ^ : 

substituant ,. on trouvera 

sîn"*x c6s"xdx=z"* (i ~a^* (1 —z*)\^dz^ 
expression qui se rapporte aux différentielles binômes» 
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On peut anssî appliquer immédiatement Tintégration par 
partie» à l'expression (♦) sin"*a: cos*xdx, 

33g. Enfin , les formules trigonométriques peuvent être 
aussi emplûyéied slvtîc arantage dans de certains cas. Pour 
intégrer, par exemple ^ sinmxcMnrdr ; comme la Trigo- 
nométrie nous donne 

sinaco8& = ;sin (a-f- J) + | sîn (a — i); 

en comparant l'expression sinmx cosnx à cette formule,, 
on trouvera 

•in mx cos iùxÀx = îèîn£(m+ n)aQ^*^+ i;8M»C(m— ïi)x]dx^ 
etrintégraleserii «rt. 338 , 

■ 

De t intégration des qkantités exponentielles et 

logarithmiques* 

tj^à. Il a été démontré y art. Sj^ qu*en preiiànt les loga-> 
rithines dans le système Népérien ^ on aV^it âia^==a*dxloga; 
donc^ rétiproquement^ 

fsfàx = 



— —^ — • 

Ogtt 



Ceci peut nous servir pour intégrer Texpression générale 
fx'Xiàxj dàiid laquçUe X est une fonction de x. Pour cet 



('*'} Ponr la'coi9|te»er à^dï^ «* la décomposera ainsi : 

• • • 

. . . • ' . ^ 

•in»-»x.coa»« sinsdr s:— 8in'"'-'>x.d — ; — co«"+*«. 
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effet I boas écnroiis ainsi cette expression : X.afdx ; et en- 
utégiant par parties , nous aurions- 

€ela posé, en différenciant saccessîyement là fonction X^^ 
nous en tirerons dX = X^dx , dX' = Ji/àx , etç, ; donc 

loga J loga (ioga)* J 0ogo)* 

substituant cette valeur à la place du dernier terme de Véquar 
tion (64) , nous obtiendrons 

•' *^ logo (loga)»^y(loga)»*^' 

En continuant d'opémr de la.soite, noua parviendiona à ce* 
développement 



/a' 



a*dXC«) 



Si, en prenant la suite des coefiiciens^ différentiels X'^ X^, 
X"'. . .X^")| le dernier de œs coefficiens est constant, on. 
aura dXC'^) :£= o /et alors la partie int^cda^'évanpmra. 

341* Prenoni pourexemple X=a:^^ d'où i^on dëânit 
X'=:3x*, X'zzrfl.Saî, Xr ou XW=3.a;. 
donc . . 

/x'a dx=a ^j--___+^^^-^_^J, 



^ 
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Si fou fait a igal au nombre e, qui est la base du système 
Népérien, loga devient loge; or, loge = i, en yertu die 
l'équation e = e^'^ '; par conséquent 

faPe'àx = e'Çx^ — 3x* + 2.3x — 3.3). 

342. On peut encore panrenir à un autre développement 
de yîi'.^dr. Pour cela faisons /Xd.« = P,/Pdx=Q.> 

fQàx = R , etc. , et intégrons par parties , nous aurons 

« 

/a'.Xdj:= a*P — /a'Ioga.Pdx. . .(6*5) , 
fa* k)g a . Pdr = a' log a • Q —/a* (log a)'Qdx ; 

et en substituant, Téquation (Q5) de^riendn^ 

yô* . Xdx = o^P — a* log a . Q + /a* (logo)*Qdx. 

ÏJi continuant dHntégrer par parties , on aura en général 

/a'Xda: == û* [P — Q log a + R (loga)* — etc.] . . ^ . 

àzfZaF (log a)"dr. 

343. Si Ton applique cçtte formule au cas ou X=^»* 
on tromvera. 

^~ 4x^' '^—3.40:»' ^ — ^fl.3.4x»' ^~a.3.4x^ 
donc 

J IF"'^ L""îc*""3r45^ âX4?J""âXï/ "îT*- 

Vi&tégrale de ' est une fonction transcendante qu^on^ 

ii*a pu déterminer jusqu'à oe, jour. 

. 344* ïln général , on voit que quelque puissance néga-. 
ti^e tetentièi^e que Ton prenne pour exposant de a;, on dQ^ 
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' ; car dans 

les; fonctions successives P, Q, R, etc. , les exposans de o^ 

diminuant toujours d'une unité , la dernière de ces fonctions 

A 

doit être de la forme —, et par conséquent la dernière inté-^ 

grale sera • 

parce que A est constant. 

Pour avoir une valeur approchée de l'intégrale de..j 

./^€z'djc 

, on n'a d'autrea moyens que de substituer dana 

cette expression le développemeiit de a* qui est, comme oa 
l'a vu , 

I + X log a + --- (log ay + —^ (log aY + etc. , 

et d'intégrer ensuite chaque terme. 

345. Si dans l'équation — = d log u , ou plutôt. • , . «; 
Au x=: u d logu^ on fait u = x^, on aura 

dx^ = a:ydlogxy; 

ainsi , toutes les fois qu'on pourra décomposer une difFéren* 
tielle en deux valeurs dont l'une soit représentée par x^^ et 
l'autre p^r dlog x^^ l'intégrale sera a?''+ C. 

346. L'intégration par parties peut aussi s'appliquer à 
celle de l'expression Xdx (logx)"; car si l'on représente 
par X, l'intégrale de Xdr, on aura 

/X 
^'dx(loga?)»-'- 

On fera dépendre à son tour cette démise intégrale d'nne^ 
^Utçe, de I4 ioxmt fX^àxQo^ z^)»-», et ainsi de «Ue^ 
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De la série de JeanBemouillL' 

347* Mous avons yu que beaucoup dVxpressions diffSren^ 
tielles n'étaient intégrables qu'après avoir été réduites enr 
série, et que, pour cet effet» en désignant par Xdx une 
différentielle diuis laquelle X est une fonction quelconque 
de X, il fallait préliminairement réduire en série la fonc- 
tion qui est représentée par X , et intégrer ensuite après* 
«voir substitué ce développement dans la formule Xdx. 

La série de^Bernouilli a l'avantage de réduire fXAx eu 
série, avant même que Ton ait donné la forme de X; cette 
série est dans le Calcul intégral ce que celle ^e Taylor est 
dans le Calcul différentiel. Voici de quelle manière on la. 
démontre. Cbercbant d'abord à intégrer Xdx par parties ^ 
on comparera /Xdx an premier terme de la formule 

fuAv = uv — /vdii > 
et l'on aura 

X = ti, dx=dv; 

par conséqaent rintégration par parties s'effeetnera en écri— 

vaut 

/Xdx=Xx— /xdX. ..(S6); 

rintégrale se prenant par rapport à la variable x > nous^ 
ayons 

paf ûonséqnetit 

/irdXîir / -^.xdx. 

Intégrant enicore pat parties, u sera représenté, dans ce^ 
cas, par -r:- et dv par xdx» de sorte que nous aurons^ 

«^ = --» «t nous tro«ver(»i| 
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/dX j _ dx x;; _ /-x» d^ 
dr* dr * a J a ' dr ' 

ou , en mettant la fraction 7 hors du signe d'intégration , 

rdX , dX X* , r,d«X ,^ , • 

, d»X d»X, , . ^ 

remplaçant -= — par -r-^ dx et opérant de meme^ nous ob- 
tiendrons 

I 

et ainsi de suite. 

Substituant la valeur du premier membre de Téquation (67) 
dans Téquation (66), et portant ensuite, dans le résultat, celle 
du premier membre de Téquation (68) ^ nous obtiendrons 

■ /'v j -V dX X* d*X X * 

l/Xdr =; Xx — -j-. J- t-^. — -x *— etc. + consL 

^ I dx i.fl dx* i.fl.3 • 

2>e la quadrature des courtes. 

348. Soit^ (Gg. 5i) l'aire ABMP d'une courbe plane; Fîg. 5r 
^i rabscitse AP=x détient AV^s^x^h, l'aire s de- 
viendra 

a/reABM'P' = 5 + tA + ^^+etc.; 

dx • dx* SL ; 

on aura donc . « 

aire ndxtiligne PMM'F = — A + g-rj — f- etc, ; 

cette aire est comprise entre les deux rectangles PM' et 
P^M^ dont il est facile d'avoir les expressions analytiques : 

h ractangk PM' = FM'x PP' ==/(« + A) . * , 
le rectangle FM = PM X PP' =fx.h ; 
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le rapport de ces rectangles est 

fv.h fx ' 

dans le ca& de la limite , ce rapport sq réduit à . 

Or , la surface mixtilîgne PMM'P' étant comprise entre^ 

les deux rectangles > diffère moins du rectangle P^M que 

le rectangle PM' ; donc > si dans le cas de la limite on a- 

PM' 

^MM^^Pi à. plus forte raison ruQÎJté sera la limite du: 

rapport 

QJre PMM ^y 

* rectangle P'M* 

En remplaçant les termesr.dje ces rapports par leurs exprès-- 
«ions analytiques , on aura 

as , , dV »• , dj , e^sh , 

d^^+d^â + "^ "'_ d;+d^a + "*"' 
J^ -. fa . ' 

on passera à la limite en faisant hz=zo , et Ion trouvera 
-r-^ = 1 , d'où àszs^ifa.dxyet en mettant pouryôsi sa va- 
leur > on aura 

• • dszizydx. . ,(Sq), 

3Î49* ^^ P^^^ ^"^^^ déterminer la différentielle de l'aire 
d'une courbe^ par la méthode des infiniment petits^ de la 
X'a, 59. manière suivante (fig^ 5q) : 
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1*6} étant âxdy comme infiniment petit du second ordre ^ il 
reste ^dx pour la différentielle. 

35o. Pour première application, cherchonir(fi5. 5 2) Taire Fig. 5x 
d'une portion BMP de parabole. Soit j^' = mx Téquation 
de cette parabole , dont l'origine est B ; on trouye , en dif^ 

férenciant, sydy = màx ; donc da; =r -J- djr, et par consé- 



m 



quent^do: =: -^ dy : intégrant^ on a 



/ 



^*4y=|-ë+c..,cro). 



3 m 



Pour déterminer la constante, j'observe que lorsque ^^=0; 
l'intégrale y qui exprime la surface cherchée , est nulle en 
même temps. Cette hypothèse réduit l'équation (70) à 
o = + C : donc 

35 1 . Nous avons maintenant des observations importantes 
à faire sur la détermination de la constante': pour cela, 
résolvons le même problème en prenant la parabole dont 

l'équation est 

jf* = TU + nor. ^ . (71). 

L'origine des abscisses ici n'est plus au sommet de la courbe ; 
car, en faisant j^ = o , l'équation (71) donne x =-i- — ; et 
comme cette abscisse doit se terminer au point B (fig. 53) Fig. 53. 
. où jr = o , on portera — de B en A, et le point A sera l'ori- 
gine^ Cela posé, en opérant comme précédemment, on 
trouvera 

5iyd)'=iidv; donc ydxzi^-^-dy et Jydxc^^-^ — f"C...(72). 
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Pour détem^iner la constante , ^'obsenre que ia surface 
ADMP (Gg. 53) , qui représente ici Tintégrale , doit être 
nulle lorsque .Fordonuée MP coïncidé avec AD *, or , AD 
étant l'ordonnée qui passe par Torigine A où Tabscisse 
X = o^ l'équation (71) nous donnera j dans cette hypothèse» 

y ou DA=.y/m; £aisautdonç j[ydx=o et y^zz^m, 

1 

s Tîl* 

ces yaleurs réduiront Péquation (7a) à o = = f- €; d'où 

l'on déduit G = -« s — -« et par conséquent l'intégrale cher* 

chée est 

1 

Adxs^l-J^ — 5— =aireADMP. 
"^ on on 

35a. Dans ce qui précède, nous ayons tiré de l'équation 
%e la courbe la valeur de àx^ pour la substituer dans la 
formule ydx, et inté^r ensuite. Nous aurions pu opérer 
autrement , en mutant dans cette expression la valeur de 
y plutôt que celle de dx; car, pour obtenir l'intégrale , il 
sufl^t que la différentielle proposée ne contienne qu'une 
variable ; ainsi on choisira la substitution qui exigera le 
moins de calculs. 

353. Une intégrale telle que ffx.dx, peut toujours re« 
présenter Taire d'une courbe dont l'équation serait j^ ^=^fi: : 
en effet, cette équa^n étant donnée > sî l'on ^n^stitue la 
V!l^le^^ ^^ y dav^ la formule fyàx^ on aura ffx.dx pour 
la çiurface de cette courbe. C'est pourquoi lorsqu'un pro- 
blème nous a conduit, à intégrer )^ie fonction d'une settle 
Tariable, on dit qpe œ prehUm^est nxsxt^i aux.quadra*- 
tures. 

354* Soit X une fonction de x, et suppospns qu'en inté* 
grant Xdx on ait obtenu 
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/Xda;=;Fa:+C...(73), 

cette intégrale , dans laquelle la constante C n'est pas encore 
déterminée, porte le nonl à* intégrale indéfinie générale j ovl 
plus simplement d'intégrale indéfinie, et elle est complète , 
lorsqu'elle renferme la constante arbitraire C. 

355. Si, par une hypothèse, on détermine cette constante 
C, si l'on suppose, par exemple , que fXàx doive s'éva- 
nouir lorsque x=a, l'équation (yS) donne, dans ce cas, 
o = Fa-f-C; donc C = — Fa, et l'équation (78) de- 
vient 

/Xdx=Fjp — Fa; 

cette inté^ale Fx'^Fa e$t alors une intégrale particulière , 
et l'on voit que le nombre des intégrales particulières d'une 
expression difTérentielle est illimité, puisqu'on peut établir 
une infinité d'hypothèses différentes sur la constante. 

356. Lorsqu'on fait l'hypothèse de l'intégrale nulle et 
de a: = a , c'est admettre qu*en prenant (fig. 64) une ab- Fig. 54. 
scisse AB = a , la surface soit comprise entre la limite BD 
et la limite indéfinie MP qui correspond à AP =2: ; donc 
l'opération par laquelle nous détemiinons une intégrale 
particulière, est la même que celle qui fixerait la position 
de la limite BD , depuis laquelle on compte l'intégrale. La 
seconda limite PM sera fixée a son tour invariablement , si 
nmis donnons a x une valeur déterminée b ; alors l'inté- 
grale particulière jj'd^ =Fx — Fa, deviendra 

/yda; = F6-Fa...C74), \ 

« • 

et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. . Dans ce cas , 

l'intégrale porte le nom d'intégrale définie ^ et l'on dit qu'elle 
est prise depub x =:a jusqu'à x = i. 

357. Cherchons maintenant l'intégrale définie de x^dx - 
nous sommes donc censés connaître deux valeurs a et 6 , 
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qui satisfont à Tintégrale indéfinie , 



^«H-i 



-f- C« • . C7^)' 



Supposons que la première corresponde à /ydx = o ; ou 
aura 

rt Tintégrale particulière sera. 



.^^ af^' a*+* 



Nous ferons ensuite x=r:&^ et nous aurons pour Tintégraltf 
définie 

/x"dj7=: ; . 

m -|- 1 m + I 

358. On parvient aussi à cette intégrale en faisant suc- 
cessiTement x = a et 07 = 6 dans l'intégrale indéfinie, et 
Ton a 

TU -f- 1 m -f- 1 

on retranchera ensuite le premier résultat du second ;.mais , 
en prenant cette différence , il faut toujours avoir soin que 
la partie soustraite soit la valeur de la fonction de x à Vosi- 
gine de l'intégrale. 

35g. Pour troisième application , déterminons Taire d'un 
Fig. 55. triangle rectangle ABC (Eg. 55) : Téquation de la droite AC 
étant ^ = CLT , . en mettant cette valeur de y dans la for- 
mule ydx y on obtient ojcdx; donc 

i fyàx 7=zfaxàx = J-C ; 

la surface étant nulle quand a; =: o^ la constante est égale 
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i léro^ donc 

mre ABC =2-— = - X or = -^* 

36o. Si dans la formule j^dx on met la yaleor dey , tirée 

de Téquation du cercle, on trouTera /dxV^û* — a:* pour 
l'expression de Faire du cercle. Nous ayons yu, art. aSfl , que 
cette intégrale avait pour valeur 

- V^a*— X* 4- i a* arc (sin=|^4- C. 

Lapartie ^a*arcrsin==~J ne pouvant se déterminer 

qu en supposant connu le rapport du diamètre à la circon- 
férence (*), on voit que l'intégration de dx v/a* — x* 
ne peut conduire à la solution du problèmis de la quadra- 
tinre du cercle. Il en est de même de la quadrature de l'el- 
lipse qui dépend de 

b — 

'fdx\/t^ — x\ 
a'' ^ 

S^ Fou compare ces deux expressions , on en tirera la 
proportion 

aire ellipse l aire cercle :: - /dxj/o' — ac* IfSLc^a* — x^, 

ou 

b 
aire ellipse : aire cercle :: - : 1 , 

a 

d'où Fon tire 

b h 

aireellipse = - X aire cerclées- wa^zszwab. 

a a 

S*) Si, par exemple, xs-n, fai -==-, et j'opère comme danv 
l'art. Vji, pont djéttraÙBcr l'atc coitcipoiulant. 

»7 
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D<e la rectjficatiofi des courbes. 

36 1. Rectifier une courbe, c'est obtenir une droite égale 
ft im arc de cotlrfee. Nom ayoo» firoofii, art. iS^, que U 
"dHRireatielle d'an 9Èo dDConibe amfc pous expresma . 

<ib= V^3r* + dy . . . .(7S) ; 

une équation entre deux variables Jo ety étant donnée., «î 
Ton veut rectifier la itoiirbe à laquall^ elle appartient, on 
différenciera cette équation, et on en tirera la vateur de dr 
ou d^ ^ ,. (pi!oa sututitueta dans l'expression (76) ; aloi3 le 
radical ne contiendra plus qitune variable, et si Ton peut 
obtenir Tintégrafe , l'a courbe sera rerctiEable. 

Z62» Ftfiuoïis , poiir e:teniple , la courbe (*y dont Téqua^ 
tion est jjf' r=»*^*> ûrouvéé art. i65 ; cette équation étant 
difierenciée , nou» donnera 

5y dy = anxdx , 
d*où nous tirerons 



siibalituant, on 4 



fm^mméi^m^kt^^m^ 



■ 1* lif l u i h ' M » ■■■■ ■ ■ ■ 

ày étant la âfféreptielle de Texpression qui est sous le ra- 

(*) Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Cette équation » 
ainsi que celle cRe la ft^vf abolè ordiiiaift^, ne sont qoe( <ie8 «as particuliers 
deTéquation générale^* =:ar'*; c'est pourquoi cette équation est aj^)- 
pérée Veqûation dé t'a parahote de tous les ordres; 
T ^.^a.^.avu0i.rfig^é.ré^{uAtion x^ =;a ' de Tii^pcrbolc entre ses asymp* 
totcs, comme un' cas particulier de Téquation x"^"= a*"^*; qui est ap-» 
pelée pour cette raison , YéquaUon de Vhyperhole de tous les ordres» ' 
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dical^ à une constante ptèd , toits tetôiià , âxlicle aji ,' 
2-2- -4- 1 =r a, d'où Ton tire dy = — de : substituant > nous 
aurons 

l/da;*+dy = ^2j'd«.;: ; . 
donc 

/v/dïq:^=|î^=W+c. 

ou , en remettant la valeur de z, . 

Pour déterminer la constaiiite^ onT%>it , d*après la nature dé 
réquation de la coutbe , quà rorîgine des abscisses y est 
o ; ainsi ^ en supposant que l'intégrale soit nulle en ce point, 
on a 

0= LC; donc Criis — — , 

37 • aj*. 

et par conséquent 

i . * ■ • 

Si 07 = a> Tare s , compris entre les lijmtes x = et o^rtsia^ 
sera ■• 

363. L^ëqoation de la cycloîile, art. ào0, àoh^ dx* =:' *^*^* -; 
substituant cette valeur dans la formule (76) , nous tràuverons 






' = (a<îfx: '21—-, ... 



/t 



'ï 






Cooune df exprime U dUKieaiidle de r c g ym iii fpl eit wm la "pt- 
wemhèat, multipliée par— i , nous fecont, art. 371,^ 2a — jr s= s , et 



anioiia 



*^\/i^ = -(^^**''^- 



Getie é^oatioB éUMt iol^grée , donne 



«n , en nstibiant la lalmur de/. 



'/"*'VS:^=""*^*^^^"'-^^'^^-^^'K 



Poor déterminer la conitante, nona prendront riméfprak <de manière 

' ^*elle s'cTanoniite quand^ s= aa ; dana cette hypothèse , Féquation (77; 

ae rednin àorsO'4-CfCe ^i montre qn^il n^jr a point de constante k 

]^u 5^. iQonier; alon Parc de cydoide s'étendra depuis le point B(%. $7} y où. 

ysi%ay joaqu'au point M, dont les coordonnées sont x t\y, La Taknr . 

■bsolne de Parc MB étant aV^afl(aâ— ^), nons remarqnerons qoe 

BEsM— ^i doacal/aa^oa— J} = aKBD x BErsaBG; d'où il 
eoit qne Pire df cydoide MB esc égal an donble de la corde GBi par 
conséquent, arc AB=saBD. 

De la détemunation de Taire des solides de 

révolution. 

Fig. 5i. 864* Si une courbe BC (fig. 5i) , tracée sur un plan , fait 
une révolution autour de Vaxe AX^ elle engendrera un so-^ 
lide de révolufton. Cherchons la différentielle de Taire en- 
gendrée par cc(jtte coturbe.' Pour oet effets soient AP = or» 
PM=j, PF ==^fc, et par conséquent 

PM=/a:=y, 

P'M'=/(x+fc)=:K+|A + g? + etc. 

Dans ce mouvement de rotation , les ordonnées MP et WP* 
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décnvantdes cercfes înégattx, ces cerclés seront les base»- 
d'un cône troncjné , dont la corde MM' sera le tsôté. L'aire 
de ceo^e tronqué aura-ponr expression- 



cire. PM 4- circyJA' 



3-' 



X.corde MMf: 



En représentant par r : sr le rapport dù>diàmètre à là cir- 
conférence , rexpresslon précédente deviendra 



airPM+a.FM' 



XxonféMM'=8r(PWr+P'M')X confeMM'^; 



et en mettant.^ pour lès ordonnées PM et P'M , leurs valeurs 
analytiquesy on aura 



airecone 



tmnquéMa'==ii(ay+^h+^^etc\^^ 



^» 



d^où Ton tirera<y.eatdif3santy 



aireçâne t ron qué MM' 

eoToe MM 



=^(^+E* + S7+*^-)' 



Si nou$ représentons maint etianrp^ii l'airâi engendrée par 
le monvement* de rotation dé l'arc MM', et paz: ^ cet arc de 
courba ; comme en diminuant hj cet arc tend à se confondre 
avec sa corde , le premier membre de Téqtiation précédente 

devia^tre remplacé, dans lë cas de la limite, par ^ ', et !»• 

second se réduisant albrs à ia^ry, nous obtiendrons , 

du 



et par. conséi^ent du;;=^vj^; et en mettant^m: as 89^ 
laleuf trotiTée art. iSg , on aura enfin 






imfiffim^S^ 




•; ; (78),' 



. * 
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365. Par les infiniment petits on aurait considéré VAir' 

ment; de 1^ surEace de réyolution , comme celle d'un c6n^ 

tronqué , engendré par ]a rotation du trapèze élémentaire 

Fif^' 59. MPP'M' (£g. 59) autour de FF'; ce cône tronqué aurait 

pour expression 

supprimant le terme ^yds, comme infiniment petit du se- 
cond ordre , il resterait 

oityàs = ùwy V^djc' -^ 6y élément d'une surface de révolu tion» 

* 366. Pour première application , prenons Vaîre du para- 
boloïde de rétolution ,.qui est le solide engendré par la 
ig. 60. ri^ip^liitipi? cl*vn àifc A^ de pg^rj^ole (%, 6p) i^ytour de son 
axe : l'équation de la parabole Jy* =px donne 



4 



P ,P^ 



la rédnit à 



. j;^,étant la^JJI^entiejle ^^ l^qij^ij^ité qu| e^MPUs le radi- 
cal , 4 une constante près, je fais , art. ^71 , 4y*+p* = 2 > 

et en différenciant je trouve vdy = -g ; substituant et inté- 

grant, j'obtiens 



/ 



f^dyv'4T^â-/5»^d.=-^+c 



Je détermine ^j^^coia^lj^ ^Sif91^W^ H^ l'intégrale soit 



i>£ l'Aire dbs sojdides de kevolvtion. 363- 

nMe lorsque jr =;o > ce qui réduit l'équation précédente à. 

o==^p* + C, eequi donne €=—->-*,. 

et en auppoaant que Tintégralé soit prise, depuif ji(=o jns- 
qa à j^= A , , Untégrale définie sera 

367. Pour seconde applica^o»^^ éy^iaws l'aire de^Ja 
sphère. Cette surface courbe étant engendrée par la ré- 
volution de la demi-'cilrbASfreD^ aàtDiir du diamètre, soit 
fc^ +y*zizs* l^équatian du cercle f ep diSérencignt aouf 
Jlrouyerons xdx +j«ly«= 9 j dona< 






#tibflitiia<it cette valeQF isu^ la Corfau}e.(7-^)., noua pbt^enr .^ . 

idrons: , . • ■ • .\ • V . ; . , , ' c. • ' '^ 

Four déteripiser la coos^axit^, niips prç^idron^ l'intégrale i 
partir du point A (Gg. 61); et puisque Toriîjiniç des abscisses Blg- 6r. 
est au ceiitre,^9^us supposerons l'intégrale nulle lorsque 
^v'rs -^àV<:^tf hypothèse r^Bunra Véqnafien {7g) i* 



£ Q twït^ Mc^+ C; 4©nç C i=rt'jî«a* » 
substituant'cetteTaleur dans l'équation (79^, nous auront 

Krenons maintenant llntégrale dtfni*. entre las limiti 
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X = — a et X =a ; il faudra changer a: en a dan» la for-» 
mnle précédente, et nous obtiendrons , pour la surface de la 
sphère,^ 

/ârodr = air(aa*) = j^a\ 

368. On peut aussi trouver Taire du cylindre droit ; car 
cette surface étant engendrée par la révolutioif du rectangle 
f ig. 6a. AD (6g. 6a), autour de Taxe AB, soient AB=a, CA^bi 
l'équation de la droite CD serajr=r(^ doncdy==o. En 
substituant ces valeurs dans la formule (78) , on la réduit à 
û^bâx\ et en intégrant on a 

Si Ton prend Ilntégrale déBoie entre les limites x = o et 
X = a> on trouve pour l'aire du cylindre • 

amba = fl^(^ a z=zcirc9nf4rence delahase X hauteur. 

A regard de Taire du cône , ce solide étant engendré par 
Fîg 55, la rotation du triangle rectangle ABC (fig. 55), autour de 

Taxe AB , soient AB = o , CB = & ; Téquation de A€ sera 

b ' 

y = - x; cette équation.donne , par la différenciation , 

b b^ 

. dv = - dx et dy* = — dx*. 
^ a «^ a* 

l.es valeurs dej^ et de djr^ étant substituées dans la for- 
mule (78)^ on a \ '" 

■»••■-' • * » * 

/flry i/dx»+dyï=B/b*-|dx |/a»-ffr«=5::jr*4- v/a«+^+ C ; 

et en prenant Tintégraté définie entre Jes limites x = o et 
X =5; a^ on obtient^ 

aitc du cône ts^ ^b y a^ -4- fr* = arfc X — 



r « . • 



AC 

circonférence BC X — - 

a 
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De la cubature des solides de révolution. 

369. Soit V le volume engendré par la révolution dé^ l'aire 
mixtiligne ABPM autour de Taxe AX (Hg. 5i) ; ei l'abscisse Fîg- 5i. 
AP = X devient AP' =x -|- A , le solide de révolution s'ac- 
croîtra du corps engendré par la rotation du trapèze mix- 
tiligne PMMl^ autour du même axe. Le volume engendré 
par ABMP étant une fonction de a?, puisqu'il augmente ou 
diminue en même temps que x, le volume engendré par 
ABM'P' sera une fonction de a? + A , et aura pour ex- 
pression 

par conséquent , si on en retranche le volume engendré par 
ABMP^ on aura 

iv.i, dV A* , ' 
. 3-A +-5—- — -f-etc, 
da? ^ dx' a ^ * 

r - 

pour le volume engendré pai^PMM'P'. Or, ce volume pétant 
compris entre les cylindres engendrés par les . rectangles 
MF et M'P 9 différera moins de l'un de ces cylindres que 
ces cylindres ne différent entre eux ; donc , si l'on peut 
prouver que y dans le cas de M limite, le rapport de ces 
cylindres est l'unité , il en sera à plus forte raison de mêm<9 
du rapport du corps décrit par PMM'P'^ à l'un de ces cy'» 
lindrçs. Cela posé, on a évidemment 

le tylindre décrit par PM' = ^ Zf(x 4. hyyh , 
lé cylindre décrit par V^VL =3 T (Ja/)*h ', 

donc le rapport de ces cylindres est exprimé par 
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En fêisant A = o^ on voit que ce rapport se réduit à 
Tunité ; il en sera donc de même du rapport du Tolume 
engendré par PMM'F à celui du cylindre décrit par MF. 
Or> ce rapport étant représenté par 

dv , , dVft* . ^ àv t dVft ^ ^ 
3-h + -r— — l-etc. ■=- + j-r - + ®^c. 

w(JxYh — w(Jxr 

pn a, dans le cas de la limite» 

dv 
'Se 

di/ = iry*dx . . . (80). 



d'où Ton tire 



et enfin 9 



370. On parviendrait ait mime réôdtat pair Ia considé»^ 
ration des infiniment petits : car on peut concevoir le* vo^ 

Fig. 64.1ume MÛN (fig. 64) conlme paitagé en tranches infiniment 
minces \ ^ar' des plans perpeiidîculaires à Taxe de révo- 
lution ; Fune de ces tranches , qui e$t Téléihent du corps , 
peut être considérée comme un cjdindi'e dont la base est 
le cercle décrit par^ , et dont talauteur est égale àTepais- 
seur ab représentée par dr ; par conséquent ce^ élément a 
■pour expressionf Wy^dx. '•\'' 

371. Appliquons cette formule à la déterminatiofi du 
volume de TeHipsoïde^ ailoRgà; qui est le tuivûM» ebgendré 
par la révolfitîoa <k. V^lltoâe wtour 4/e son gr^n^ axe : 
Téquatiôn de l'ellipse rappojrtée au centre étant. .... 

y"" = — (a* — j?*) , on substituera cette valeur de j^* dans lac 

formule vry*dx, et Ton aura. 
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îry*d^ î:= 9r — (a* — x*) d-a? ; 

et en intégrant , on trouvera 

/rycLc = , g (a»x - ^ + C . . . (81 ). 

Supposons que Tintég^le sq^t nulle aU point A (fîg. 56)'| Fîg. 56. 
où x = — a ; nous aurons 

a* o 

et en substituant cette valeur de C , Téquation (81)' devient 

Faisons ensuite 0:9?= a > pour avoir Tîntégrale définie com- 
prise tntxe les, limita jc ;==•*-« a ft a: :p«J^aj npus obtien- 
drons 

tel £€ra !• vofaime de Fellips^ïde allangé. Si £=:a, oe 
volume deviendra celui de la sphère, et aura pour ex- 

pression , » 

5 ^(^ = - 5rtï* X 2fl sa g At cyUndfe pircppscrit. 

Déterminons encore le voluo^ ^n pf^^p^oï^ 4^. révoL|^-* 
tion. Pour cft effet , prenons la parabole de tous les ordres 
pour gén^raftrîce ; ré<|uattipn de eetté p^ià>6le ûéus donnera 

a 

substituant cette valèiur djuis la formule (80), nous ob- 
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tiendrons 

A • S" j mwa^x "* , ^ 

ir=rJwa*X^ dx=: -r + C* 

l^onr déterminer la constante» nous supposerons que le 
Tolnme soit nul à l'origine ou a: =: o; alors nous aurons^ 
Case. Dans le cas de la parabole ordinaire, 77»=a> 
n = 1 ; donc 

a a -^ a 

Fig. 65. Or , vy* étant Taire du cercle dont PM (Eg, 65) est lo 
jayon» Texpression ^ iry^.x représente la moitié du cylindre 
décrit par APAffi autour de Vaxe des abscisses :. donc le- 
volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui dit« 
cylindre circonscrit, (ffote cinquième)* 

De la cuhature des corps terminés par dès surfaces 
courbes, aumoyen des intégrales doubles. 

371. Propotoni-noiu de dëcerminer rexprenion deladîiR:retiûeIle d'an- 
▼olnme termine {mit nne surface dont rëqnation est donnée. Soit» 
Fig. 85. EDQI (fig. tô) nn Tolnmeconipris dans Tangle des aSBe* coordonnés A«» 
Ay ei As, et icsmiaé par un plaa DCG, pamilèle à celui des^«) si x 
devient x -f^ A, ce volume s^accroltra d''nne tranche DIVCC', dont Tépais-- 
tenr sera A ; et en nommant V ce que devient alors le rolnme , on aura. 

cbr dx* 1.3 dx'a.3 

' et la tranche DIXCCTG sera représentée par 

4ans k cas de la limite, cette équation noos donne 

y -y dv ,^ , 
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Tfons aYona d^ft fait assez connaître les denx mëthodes des limites et 

clés infiniment petits , poor qne noos ne craignions pas d'employer ici 

xpelques considérations tir^s de cette dernière, afin de jeter 4>liis de jour 

«ur cette matière : on pourra «nsuite, sans difficulté , revenir aux limites. 

dV 
L'é^ation (81} nous montre fJJOL^j- est le coefficient difiërentiel qui dé- 

dV 
"termine le Tolnme ; par conséquent la dijflRifrentiélIe est --p dx : cette dif- 

f<éreatieUe n'est autre chose qu'une tranche infiniment mince DD'GCFG, 
dont dx serait l'épaisseur. Si dans cette tranche on fait varier ^, elle 
deviendra infiniment mince dans le sens des^, comme elle l'est d^à 
dans celtii des x, e^, par conséquent, elle se réduira à un petit prisme 
^émentaire ID'KF, dont z sera la hauteur, et qui aura pour base. . . . 
f GKL sadxd^ i nous aurons donc 

d*V 

^nation qui nous donnexa 

d*V 

remplaçant s pat sa valeur tirée de relation de la courbe, cette valeur 
,,«era , en général , une fonction de * et de ^, que nous représenterons par-- 
M^ et nous aurons ^ * 

•dïd7=^- 

373. Pour déteiminer le yolume, au moyen de cette expression, écri- 
vons-la ainsi : 

d — 
-^.djr=:Mdjrî 

la notation qui est dans le premier membre . nons montre qu'on est 
parvenu à l'expression de la diffifrentielle de —, eiMregatdant^ comuâ 
variable etx comme constant; la même hypothèse devra donc avoir lieu 
lorsque par une opération inverse nous intégrerona; mais alon x 
étant traité comme une quantité constance, pourra se trouver dans la 
«onstante qu'on doit ajouter à l'intégrale. Nous regaiderons donc , en 
fV^oénl , eetie constante comme une fonction de x j cl en k r«pc^eQtaat 
pv X, noos anrons, par une première intégration, 



»]0 CAfcCOt IKTÉGEAL. 

Pour oécnter la iecondt iplé^aûoo, bo«* renarqiuroiu qa« Ja aqUtioii 

^ montre que Itf ditferenticlle ^u Tolome doH être prise en regai^ 

dant X comme la teols variable \ nous derons donc conserrer la même 
Bypothèse dans rintcgracion \ ainsi , en représentant par Y la fonction de 
Y^ qui remplacera fa constante^ et en mirltipnant' preliminairement par 
djr, pour changer le ooefficieat différentiel en differestiellei nous trou- 
verons 

T=i=/dJt(/Mdy4■X)-^Y. 

374* L'ordre de» mt<^^ationt éianf arbitraire, on peut indi<{aer ainsi 
Ica opérations q^e non» veoooa dViéoiUer : 

V=://zd/djc...(83). 

375. Pour donner une application de cette méthode , proposons nous 
de trouver le volume de la. sphère : PéqMti'on de la sphère éunt 

X* •♦-/» + «• = r«, 

oo' tirera de cette équation la valeur de a , et la mettant dans la for- 
mule (83) , on aura 

SfMfàxày ou fàffzàx = Jàyfàx)/r* - n^* -/■••• -PC» 

TCgaiéant jr comme constant , et appelant A* la différence r* — f*, qui 
est essentiellement positive , puisque r surpasse toujours j^, nous trou- 
verons d'abord , en intégrant païf rapport à j», 

^ , d'après l'article 38a, nous avons 

/djrl/A«-.;c« = |i/A«--:f-f^A«arcr8in = |^-fY, 
«t.e& mctmnfr la v|{ear de A*, ont trouve 

/d*Vr*--]?'-/«=-V^7^x-^/-4--(r>.j^«)arcf sin=— r^^- l-f Y...(85;. 

Pour p»tadM Pinvégtakt dëfinie", dteetn^mf que la «iOfistaittejr ëtant 
F'V 86. w^féÊsatée pdr A9 (fig. 8S) , toui les poittM^e nous alioiis dAerminer 
par cette intégrale, doivent avoir leora projections sur la diiection de 
PM 9 car Pua quelconque de ces points ayant la variable 2 |)Our or-^ 
doimée, aura AQ et QN pour autres cooidonnces, et alors QPt sera , 
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"égÊ^ k la cOMtancè AP, et rauciw coordonne* AQ , àin^éc d&nl le sens» 
de» jr, poivrar écc« remplacée pAr PN > de sorte qu'en (compiaot les » sur 
]a dro^Ce PM, les y seront constans; prenant donc l'intégrale ddP «A M , 

c^est-à-dire depnîs x = o jusqu'à x = PM = |/r» — j^* » nous substi- 
tuerons successiTement à x, dans le second membre de Téquation (85) , les 

valeurs x = ^r* — jr* et jr = o , et retranehant le second résultat du 
premier, nous trouverons , pour l'intégrale définie, 

• I (r« — /•) àrc (sin = i) 5 

M observant qne Parc dont le sinns est l'nnité^ vaut le quart de h 
circonférence représentée | saÎTWit Pnsage , pas int > cette intégrale définie 
devient 

celte valeur de fdx (/r »^x*-^y"^ étant substituée dans l'équation (84) » 
^n aura 

«t , en intégrant depuis jr = ô îusqn'àT' =î r, 09 trouvera Fig. 86. 

Tel sera le vcJnme qui reposera sur le quart de cercle BAC ^ ec qnt 
«era par conséquent le bnîtiènie de la spbfiie* [Ifot^ quatricme). 

De la quadrature des surfaces courbes, au moyen des , 

intégrales doubles. 

376. Sait (|ig. 85) EDCB ss S, une snrfiwe oonribe , et sut^sons ^pne Fig. 85. 

Tabscisse x s'accroisse de ki cette surface deviendra S+ ir M*-r-* — — f*etc»i 

' ax dx» a ' 

et , dans le ca» de la fimite, le rappest de l'accroissement de la fonction 
S à celui de la variable x , se réduira à -- ; d'où l'on condnera que la dif-. 

fcrentieUe est nr- djr : cette diiSârenticlle sera représentée , dans la figure , 

par la bande DD'CC d'une lar^ur infiniment petite. Si dans DIXGC on 
fait maintenant varier y, et que^ devienne encore infiniment petit, la 

bande DDXC se réduira à DIXII', et aura pour expression — pda-d/-. 

Or, cette surface DDIF étant infiniment pen'te, on peut la ccusidérer 
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conuM plane; par eonië^paitt» ea U mnltiplUac par le cotiavi de •<!« 



I y aiir le plan des xy^ elle égalera àxày'j (jtole oinqmème) noue 
aorooidone 
Fij. as. Uiyn' cof> = djtd/. 



on 



d^oii noai tirerons 



axéjr eoê y =: dtdjr • 

d«S _ ï 
dacd^ "*" coi y* 



Pour déteimîoer la Talent de y , soit Ax -f- Bj^ + C« -f* D = o , Tëcpia» 
tlon du plan tangent ; non* aaTom cpoe œ plan fait arec le plan des xjr, un 
angle qoi eit donné par réqoaiion ( noté sixième^ 



t 



v-(l)-*(è)" 



Si nons considi^rons donc Ajc -f^ B^-f^C^+D^o comme IV^juation 
dn plan tangent an point de la surface courbe dont la projecttou est 
djrd;^, nooa aurons 

Ponr déterminer les coefficîens difl^enûeîs qui entrent dans ceue ex- 
pression , nous remarquerons qu'au point que Ton considère , le plan 
tangent se confond avec la surface courbe , dont nous représenterons 

\ réquation par z ^^fijx^) ; par conséquent , les valeurs de ?- et de ^ t 

qui entrent dans Pexpression de cos y y doivent être regarda , art. 76, 
comme les mêmes qn« «elles que Ton déduirait immédiatement de l'équa- 
tion c=/(x^}. Ayant donc fait ces substitutions , on intégrera ensuite 
deux fois l'équation (86) , multipliée par do-d^, opération que nous indi- 
querons , comme précédemment, par un double signe d'intégration, et 
nous aurons ^^ 

377. Ponr donner une application de celle formule , cherchons à déter- 
miner Texpression de la surface de la spHère. Son équation étant 

x« +/• + «* — '^•••(^)» 
nous la différencierons; et nous trouTerons , après avoir divise par 2, 

ordx -I* ^d^* + 2cb = o i 
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^oh noui tirerons 

r <U ;= — - dr — •2- dr ; 

z z "^ ^ 

par coDsequent 

dz X dz y 

' .' < 

Snlistîtaattt ces valeurs dans l^rpression ^ ^^\'a') "^ l"T / ' 
Dons la changerons en 



V I 4— ; 4--^ = - V^«» Hr J-» + z« =r-, 
V -et par cons^pient nous aurons 



mettant la yaleur de 2, on aura 



B7& Ponr efièctner lés intégrations indiquées , nous écrirons 

ÇÇ^'^'^r =/^^r ^ ...(88), 

et par là , nous maTq[Berons que nous devons commencer par intégre^ 

dx 
Texpression — ^ en considérant x comme la seula Va- 

riable^ faisant donc, comme précédemment^ 

et intégrant, d'après l'art. 274 > nous aurons, en ajoutant une constante 
fonction de r, 

I — T===: = arc sm - -f^ Y; 
J V/4«-.x» A^ » 

t 

mettant la valeur de A , et prenant ensuite l'intégrale définie depais 
a: ss o jusqu'à j? =: V r* «^ j'"*, il viendra ^ 

" ' =: arc (sm as i) :s 7 circonfénence = »- , 

18 



> 
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cnie valeur ëtaat sabtUtuce dans rèquation (88) , noDS donnora 

en appelant X la constante, qu'on doit régarder comme une fonction de 
X ; prenant ensuite Tintégi aie définie entre les limites y:=oetf=ir, 
nous Iroaveroos enfin • 



fA 



rdrdy i 

^ = - irr: 



Telle sera la parlie de la surface sphérique comprise dans l'angle forrn^ 
parles axes des coordonnées rectangulaires x^,s, o'cit*à-dire khnki^ns 
partie de la sphère. 

De t intégration des foncti<ms de deux variables. 

37g. Les deux méthodes principales que Ton emploie 
pour parvenir à intégrer les équation? différestieUes ^ qui 
contiement deux ou un plus grand nombre de variables , 
consistent, i^. dans la séparation des variables,, pour pou- 
voir leur appliquer ensuite les procédés usités pour une seule 
variabk; a®, dasâ la recherche des Cacteors propres 4 rendre 
ime différentielle exacte. C'est poiurquoi nous allons nous * 
occuper svoceBslvcnoMiit de ces de«x médiodes. 

De la séparation des variables , de V équation li" 
néaire du premier ordre j et des propriétés des 
fonctions homogènes, 

38o. Nous avons vu que toute différentielle , pour être ' 
intégrable, devait ^^re de la £briae ^3oAx\ ainsi, on serait 

arrêté dans Tintégration d*une équation*, si elle renfermait 

d^ 
des termes tels que^^'dj:, xydr, — , etc. Cependant il ne 

faudrait pas conclure que^^intégration est impraticable ; car , 
si par âes (^pésattoi» aïgébcîcpies > on pouvait {aire en sorte 
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que chaque te^me ne condiit plua quune seule yariablei Tintée 
gration pourrait s'effectuer ensuite. L'équation xdy-j-yàxzzio 
est dans ce cas. £n effet, si on divise cette équation par xy, 
elle devient 

-^ -f- — =: o.: 

y -^ 



X 



«t en intégrant , elle donne logj^ + log a? = JC ; et eç repré- 
sentant par A le nombre dont C est le logarithme^ on peut 
écrire logj^ + log x =3 log A , et par conséquent 

log xy == log A } 

passant aux noinbces , on a 

ay = A. . • 

38 1. Soit Féquatioii plup générale 

^a:,dy4"Fy-djr = 0} 

pour séparer les variables on divisera cette .éq[tiAtiDp p/tf 
^x . Fy, et Ton trouvera 

^y 9^ 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 

38a. Pour eu donner un exemple , proposons-nous d'in-* 
^^r 

en divisant par .(i +**)i/y> on aura 

/ 

dy Ax 

Vy 1+^' 
et en intégrant cette équation , on obtiendra 

«i|/y ;=2 arc tang x + C. 

383. On séparerait encore les variables par la diviaott 

18) « 



j 
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dans la formule 

pour cela, il suffirait de diviser par Fy.f'x, et Ton aurait 

-7- dx + =r^ dy == o. 
çx * Fy ^ 

Ce procédé est applicable à Féquation 

x^ydx + (3y + i) dy^x^=zo^ 

car, si on la divise par^V^o:^, on obtient 

da; + ^— '4y=o. 



V^' y 

384* L'intégration pourrait encore s'effectuer «i la pro- 
posée renfermait plus de deux variables j et qu'on pût la 
ramener à ne contenir dans chaque membre que des dif- 
férentielles dont on connaît l'intégrale > comme seraient ^ 
par exemple^ les fonctions 

y ^—x y ^ xdy + ^da:,etc., 

X 

qui ont respectivement pour intégrales - et oy . 

y 

385. Il est une équation importante , dans laquelle la sé- 
paration des variables s'effectue par un procédé très ingé^ 
nieux , c'est la suivante : 

ày + Fydx = Qda:. . . (89) , 

où P et Q sont des fonctions de x. 

Pour cet effet , on égalera^ au produit des deux indéter- 
minées TLetz, ce qui donnera 

y = aX , ày = zdX + Xd& ; 

substituant ces valeurs dans l'équation (89), on la transfor- 
mera en . j 



y 
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«dX + X(d» + Padx) = Qax. 

X étant 'arbitraire , on déterminera cette fonction en éga- 
lant entre eux les termes qui ne*sont pas soUs la parenthèse, 
ce qui décomposera Téquation précédente en ces deux-ci : 

la première donne, ,..:.. 

dz* ' ' " . '., , --_ 

— ==— Pda?, ou logz=:— '/Pdo?, 

ou , en observant que loge équivaut à Funîté , 

log2i = — /Pda:loge==loge""-^^^; 
passaat auxjoombrçs, on a . * 

on tire de la seconde ^ 

donc . . 

X = /Qe-^'^''dx + C; 

mettant ces valeurs de z et de X dans Téquation 
on obtient 

y = r^^irq/^^àx + c);..(9o). 

Cette équation porte le noxsi.^ équation linéaire du premier 
ordre; nous enverrons la raison, art. 44 >• 

386. La séparation des variables p^ut toujours s'effectuer 
dans les équations différentielles du premier ordre à deux 
variables /lorsqu'elles sont homogènes. Une équation homo- 
gène est celle dans laquelle tous les termes, considérés par rap- 
port aux variables, sont de mêmes dimensions : ainsi l'équation 
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est une équAtioii homogine , pidsqaè la somme des expo- 
sans de of et de ^ étant égale à 5 dans chaque terme , toi» 
les produits x^^ xy^, etc. , sont chacun de cinq dimen- 
•ions« 

L'équation 

est aussi homogène j puisque la somme été tkpàèàHè AeÈ 
variables dans chaque terme est 8. La variable a: n'entre 
pas dans le dernier terme de Téquation , mais cette variable 
peut être considérée comme élevée à la puissance zéro. 

387. Soit ^ en général, z une fonction de x et de y y com- 
posée de termes hotuogènéâ , tels que Ax^yf, Bx^'y^ 
Cx'^y^ etc. Si nous représentons pttf. n là èommé dès ël^O* 
sans de x et de y, dans tm de ces termes , nous aurons , en 
vertu de Thomogénéité , 

p + q = n, p' + ç'rzrn, p* + ^ = ii, etc. 

Cela posé j si nous divisons tous les termes par x", l'éga- 
lité subsistera encore j et le terme Ax'V deviendra 

ce que nous disons de ce tMb^ pavant s'appliquer à tous 
les autres^ nous agirons donc 



\ 



*='©' 



et en faisant*^ = q, cette équation deviendrai 

X ' % 

équation qu'on peut écrire ainsi : 

«n appelant Q la ^ctioA reî}rë«éïiftéfcptt F^ 
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388. Considérons maintenant Téquation différeatielle 

Mda? + î!fdy.= o, 

danti laquelle les o&efficîens M et K sont èes fbnctions Iiomo* 
gènes de deux variables Jcety d'iuse dimension n. 
• En diyiaant cette éqùatioa pdr jp", elle pourra donc se 
mettre sous la forme 



KÔ^+KI>=°* 



et si nous faisons i :^zZf cette équation deviendra 



ou plutôt 



X 

dxçz + àyFz = o, 
dy 



Pour achever d'éliminer y au moyen de Féquation -^=2^ ou 

plutôt^ = 20:, nous différencierons oetteidetnière équation 
et nous obtiendrons 

dy , xâz 

cette valeur réduit Féquation (91) à 

d'où Ton tire 

xdz ^z (fz + zfz) 

• dx Fâ \fz . ' 

et^ en séparant les variables ^ 

da*^ ■ àzVz . 
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et par conséquent 

Lorsqu'on aura intégré, il ne s*agira pluA que de mettre dans 
le résultat la valeur de 9. 

389. Prenons pour exemple l'équation x^dyss^dr+ocyda; : 
en faisant jr = zx^ nous trouverons 

et, en substituant ces valeurs, Téquation deviendra 
x^zàx 4- ac^dft = «*xMje + zx*da: j 

réduisant et divisant par oc^^ facteur commun, on obtiendra 

xàz = a'dr ; 
cette équation étant divisée par £* et par x, donne 

Ar àz > 

et en intégoant » on aura 

loga?= — l+C = — -+C=— - + C. 

* . ,2f y 

X 

590. Prenons pour second exemple l'équation 

en faisant disparaître le dénominatenr, on voit'que tous les 
termes de cette équation sont de -deux dimensions; ainsi, 
nous supposerons y:=:zx\ et en réduisant , cette équAtioo 
nous donnera . j 

^ — 2; (^—^^ . 
dr~ (i+«)' 
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dv 

mettant pour -|^ sa yaleur tirée de l'éqaation y^^zx^ on 

«ura 

xàz g(i — g) 

transposant £ dans le second membre ^ et réduisant au même 
dénominateur/ on trouvera 

cl£ (i + ^) 



et enfin 

loga: = — /-4 — / — = ilog« + C 

= - + ilog-2;+C; 

Sqt. Lorsque Pi^qnatioii pioposée, ontre les tennes Axfjrif .*,.,, 
BxJ^jn^ -i» etc. , contient des polynômes tels que 

(Mxr^'-f-Njc''^*'4.etc.)*dx, (Px'/«-f Qjr«y»'-|-etc.)'dj', 
les variables seront encore «^parables si Ton a 

j^ + <7==p'rf-9'==(r+*)A=(r'+O*=*(«+K)^==(«' + »0'-.(9a)» 
Ponr le démontrer , fàisons- 

(r-f-*)A:=:», (r' +*')*=>»• -(93), 

■ 

et divisons par x* tons les termes dn polynôme 

(Mjp«y*4.Nar'>"'+etc^)», ... 
ce polynôme deviendra 



l'.i 






/s 




•9r « les équations ^) nous doiment 
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•oUtitaam cet ifslMi» dmf Tc^pctiMfm (nScMeatey now trawrcront 

ce ^ prouve tpÈt lofeque let equaliooe (gi) ont lieu , les polynômes 
élevés à des pniisancesy se réduisent, comme les autres termes, à âca 

foneiioM de i2^* I 

Par conséquent, en faisant*^ = s , ou plutôt jr=szxy Téquation peut 
•e réduire à une fonction ides. Pour •» donner un exemple, soit 

Cette équation écrite ainsi , 

xydf — /«xodac = dx {x*y^ — x^jr*f , 

on yoit qite les équatiotts ^a) sont satisfaites j ainsi , nous ferons y =:zx, 
et par conséquent 

substituant ces valeurs dans l'équation (94) j nédoisant et divisant par \% 
acteur commun , On obtiendra 

- • 

et par conséquent 

^"*— d> ^. 

intégrant, on trouvera, art. 9^3, ' 

log X = arc (sîn ^ s] + C 9 
on , en remettant la taléfir de « , 

log X = arcf sin =:*^ j + C. 

S^s. En jgsnéeal , lonqu'on^ a une fonction bomogène des 
yBnià)lesx,y, z, etc. ^ on peut toujours séparer }*une des vSi- 
riables^par exemple 07, en faisant jr=s^^;(= narj-ete* Ç*^ 

Voici ce calcul i: soit Wîlx -♦* f^é^ + fd* == o , une équation 
)iomogène, dans laquelle M , N , P, soient des fonctions des trois TariaUes 
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393. On emploie c}tteli}iitfdis des «Xpûâftbs indéterminé»' 

pour rendre une équation homogène : soit, par exemple^ 

l'équation 

ay^a^dx + ix^àx + coù^ây = o ; 

on siipposera jf =a*; et comme Texposant k n'est pas une 
variable , mais une constante incoàtiue^ on diJTérenciêra par' 
l'art. 21 , et l'on aura 

^zs^kz^^'àz et j^"=z*?*j . 
en substituant, oa obtiendra 

cette équation sera homogène si l'on a 

km + n==p, q + ^-^izapi 

Il I r- 

ar,y, z ; ces fonctions M, N, P «onftiltodifoht tfes l^rMi* tel» que Aar^fè^, 
Bx^^f'*»-', Cx^'^f "z»-", et l'on aura;^4-^-f-r=p'-f-^'+^'=p*-Hr'"-f-r*=/f . 
^i dans Tun de ces termes, par ^eieiiiplè ^ ikns AxPylz'', on substitue les 
valeurs jr^=ctXy zz^ ux, ce terme deviendra 

la même chose ayant lien pour les autres ternies^ èil'tm y siib^tilue les 
valeurs de ^ et de z, l'équation Mdx 4- Nd;^ 4- Pdz = o aura x» pour 
facteur commun ; supprkttànt vt ûcteur éttè ptétièiea la forme 

f(ï,u)dir-f'F<<^u)dl.fi^-+/(i^;iixwo} . ., ^ 

et, en exécutant' ier,diffénniciati6nsindiquééfe|'0ii.ai]fa 

^(/,i«)dx-+.F (f,w) (tdx-t-xdO -hf^tiU) («dx-f «di«)=:oj 
d'où l'on tiifefa • . 

Cf («,") -+• t^t,u) + iç/(f ,B>] dx =: - X [F(<,«Jd« -f/(f ,M)dM] ; 
iBt par conséquent . ' ' 



\ 
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éliminant rindéterminée h, on trouvera 

équation de condition qui doit avoir lieu pour que -la pro- 
posée puisse être homogène par la substitution de 

394* n existe, sur les fonctions homogènes; un théorème 
important que nous allons démontrer de la manière sui» 
Tante : 

Soit Mdr -(- Ndj^ la différentielle d*une fonction homo- 
gène z entre deux variables x. et y\ si n(ttis représentons par n 
la somme des exposans des variables , dans Tun des termes 
qui composent cette fonction , nous aurons donc Téquatiou 

Mdx + Ndj^ = d*. . . (gB). 
Faisant -2- =s ç, où trouvera , art. 387, 

remplaçant , dans l'équation (gS) , y par sa valeur qx , et 
appelant M' et N' ce que deviennent alors M et N/ l'équa- 
tion (95) se transforme-en 

M'dx 4- N'd . çx = dz ; 

et I en substituant la valeur de c , on aura 

M'dx + N'd. çx = d(Qj:«)\ . . (96) ; 

la différentielle de qx étant qàx -|- xàq , si nous mettons 
cette valeur à la place de d.qx, nous obtiendrons^ 

(M' +1i'q)dx+Kxdq =d(Qx'') ; 

or , (M' + K'q)dx étant la différentielle de Qx", prise par 
rapport à x , on a 
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si dans cette équation on remet jr au lieu de qx , elle de« 
viendra 



OU 






Mx + Ny = ««• 

396. Ce théorème peut s'appliquer à des fonctions ho- 
mogènes d*un nombre quelconque de yariables; car> si l'on 
avait, par exemple , Téquation 

Mdx + Mây + Vdt = dz, 
dans laquelle la dimension fût toujours n , il suffirait de 

Caire •21=38 9, -=r, pour prouver, par un raisonnement 

X oc 

analogue à celui que nous avons employé , qu'on doit avoir 

jB=:x"F(9,r), et par suite 

t 
My + Nx + P/=7iz. 

Des conditions d'intégrabilité des Jonctions de 
deux variables* — Intégration des fonctions qui 
remplissent ces conditions. — Recherche desfac-^ 
teurs propres à rendre intégrables les équations 
qui ne le sont pas immédiatement* 

396. Lorsqu'on a une diflKrentielle Mda; + Ndy=o, 
on ne peut pas affirmer qu'il existe toujours une équation 
qui , étant différenciée , donne la proposée ; car^ ai l'on 
différenciait , par exemple , réquation/(a?jy)=o , et qu'on 
en tirât mdx -f- này = o , on pourrait multiplier cette 
équation par une fonction de x , et obtenir une équation 
Mdx + Ndy = o dont les coefficiens M et N seraient 
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difFéreos de m et de n ; pu: conséquent, Féquation../ 
Mdx -j- Ndjr = o , ne résulterait plus du seul procédé de 
la différenciation de 

/(^>y) = o. 

Il en serait de même si l'oa combinait arbitrairement 

màx+ndy=:o, avec l'équation primitive y(x,^) = o : 

par exemple, en éliminant un ou plusieurs termes entre 

màf + ndy =5P0 çt fl^^y) :;:^q, ou pourrait obtenir lœe 

équation 

M'dx + N'dy = o, 

dans laquelle les poeiHcifois différen^els M' et N' seraient 
diflërens de m et de n. 

3^7. Une équation qui , telle que mdx -f- này = o ^ a 
été obtenue par le seul procédé de la différenciation, se 
HQlBQif 9fu$ différentielle exacte; il en est de même de 
toute fonction différentielle qui ne aérait pas égjale ^ zéro ^ 
mais qu*om aurait trouvée par le seul moyen de la dif- 
férenciation. Lorsqu'une équation différentielle 

Mdx+ ^ày =; o ^ 9'est pjis une différentielle e-^SLCte , on uf 
peut songer à IHnté^rer que lorsqu'on l'a rendue une diffé-> 
rentielle exacte par quelque opération préparatoire. 

598. Euler résolut le premier ce problème important : 

1^. Une équation diffiSrentielte étant donnée , déterminer 
comment on peut reamnaiire iarsqueUe^ une différentielle 
exacte 7 

51*. i^uel est le moyeu d intégrer cette équation ? 

Avant de -donner une solution de ce problème, je rap-* 
pellerai que , d'après motte coni entipn , article 5â , Texpres-* 

slon -T- iiQUS indique que la fonction s de a: dey, a été 

différenciée par rapport à je, (^t divisée p^ dx (*) ; si en- 
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(*) Soii d;s = Adjc +BcI;^ + Cdt, etc., la differenûelle totale de s^ 
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dz 
«rite ciBlte fonction -p est différenciée par rapport à fme 

autre variable y et divisée par d^ , nous écrirons ainsi 1# 

• d*JB 

résultat de cette opération : j-j-« Si, au contraire /on 

«ût pris d'abord le coefficient différentiel de z par rappovC 
à y, et eosnite par rapport à or , on ayrait écrit ainsi le 

résultat de cette opération : -t-t- . 

'^ dydx 

Lorsque z est une fonction de trois variables xy,u \ uno 
expression telle que , , , iitdique ^u on a pris d'abord 

le coefficient différentiel de z par rapport à r > et ensuite le 

àz 
coefficient différentiel de -p par rapport à^^ et enfin; le 

d*z 
coefficient différentiel de > \- par rapport à u. Pareille^ 

d^«>' ^ 
ment l'expression ^-ti~i> indique qu'on a effectué cinq 

différenciations successives sur z, les deux premières pas 
rapport à x, et lei trois dutre« parirapport ky, 

399. Cela posé , le théorème d'Euler reposa sur Ja propo* 
«tit>n suivante /qui a été démontrée , art. 17a. 

Si ton a une fonction acfe dewc variables x et y, et 
qu^ prenne le coefficient différentiel de z , d* abord par 
rapport à X, et qu'on prenne ensuite le coefficient diffe^ 



dz 
le rapport -r- n'e»t autre chose <jnc le coefficient différentiel A. Si Pou 

demandait le rapport de Adx^Wy 4-Cdf , etc. , àdx, il ne faudrait 

dz 
donc pas le reprësen^r par r— j dans ce cas^ lexappoct d^U 

tielle totale h dx s^écrira de Tune des manières suivantes : 

j-dz on -f-^. 
dx de 
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de 
reiUiel de -y- , par rapport àj^on aura h mime résultat 

que si ton eût éP abord pris le coefficient différentiel de 

z par rapport à y, et ensuite le coefficient différentiel de 

dt 

^ par rapport àxc c'est ce qu'on exprime en dûant que 

d'z _ d'g ■ 

drd^ dydr* 

400. Si l'on a, par exemple^ z=x* + xy, on trouve 

d& 6z 

et par conséquent 

d'z ^ _ à^ 
drdy dydr* 

401. Cela posé^ soit z la fonction dont la difFérentiellr 
est Mdr + Ndy; on a 

M=— N — 

dr' ^^^y' 

La première de ces équations, différenciée par rapport i 
y, donnera 

dM d«z 

■ I II I I \ m, . . ... m 

dy drdy' 
la seconde, différenciée par rapport à x, donnera 

dN d»« 

_ — ■» ^_«-_^ • 

dr d^dr' 

Les seconds termes de ces équations étant identiques , il en 
résulte que 

dM dN , ; 
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toutes les fois que cette équation de condition aura lieu , la 
différentielle proposée sera exacte* 

4oiè* Je reconnais , .par exemple , que l'expression i 4 * ^ 

(90? — y) àx — xày est une .différentielle exacte j paroe 

que 

dM ; _dN 

• dy dx * 

L'expression 

(y + 3x»)da:^+ (5y*+ îw:j^3dy 

est aussi une différentielle exacte , car 

dM_ _dN 
ày •^"^dx* 

4o3. L'équation j^dx — * xdy = o n'est pas une diff4« 

*• 11 * • ^M ' dN 

rentielle exacte , puisque ^ = x et que -y- = — 1 . £a 

effet , cette équation dérive de celle-ci : 



yàx — xày ^_^ 

y 



— — ~ o «. 



trouvée immédiatement par la différenciation , et dans la*- 

quelle on a supprimé le diviseur commun j^**; en le resti^ 

1 X , , 

tuant, on aura M = - , N = — — , et la condition.. . . .: 

y t 

dM dN ,. 

-7- = -r- sera remplie. 

404. Proposoris-nous maintenant d'intégrer une différen- 
• tielle à deux variables , lorsqu'il a été reconnu qu'elle est 
exacte. Pour cet effet 1 nous remarquerons d'abord que^ 
. lorsqu'une fonction £ de x et de ^, par la différenciation, 
a donné Mdx+Ndy^ le terme Mdx a été obtenu, en re- 
gardant y comme constant. Par conséquent , lorsque, noi^ 

19 
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infégrerobs la partie Mdx , la constante que uotis ajoutë- 
teronsi pourra renfermer^, et en la représentant par Y, 
•auf , si le cas l'exige , à regarder Y coBime une constante 
ordinaire , nous écrirons 

u=/Mda: + Y = o...(98). 

Cette équation étant celle qui , par la dilFérenciatîon , a, 
dû nous donner Mdx^ Nd^^z^ o , il suit de là que N n est 
autre chose que le coeffidenb différentiel de /Mdx -4- Y» 
par rapport à^. 

En effectuant cette différenciation , nous auront 

on tire de cette équation 

dY _ d/Mdx 

et en intégrant, 

d/Mdx^ 



^=/(''-^-)*^ 



cette valeur de Y étant mise dans Téquation (98) y noni 
obtiendrons 

a = /TMdr+/(N-^^)dy. . .(99). 

JI est à observer que N ^—- ^^ renferme pas x , 

•puisque cette expression, multipliée par dy, doitdonnerpour 
intégrabie une fonction Y de la seule variaWe j^, 

■ J^oS. Pour dc'Qiontrer que rcxpression "Pî ^~ ^''^^ P*' ^*** 

fo«ccion 'de x , nous en preadrdns le coeffideat di&reiuiel par rapp6H 



i 
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dN d(a/Mdîr) ,. , 

f 
et en changeant Tordre de< diferendAtioiiByila seconde partie ^è cette 

tepremoQ deyicndra 

/ d/Mdx \ 

d(d/Md^) _ V dx J 
dx^ df 

tor , Tintégirale /Mda: ajrant étë priie par rapport à x^ la différentielle da 
JlVIdx , relatÎTement à la même variable x , sera Max ; donc -^ = M, 



<^) 



dx 



ce qui réduit Pespression - ^ ? - — ^ à ^ 5 subititùahoit cette Talenr 

, „ . / X «IN dM . . 

dans 1 expression (100; , nous aurons -r— — — ^ or , cette quantité est 

nulle d'après «réqualion de condition dUntégrabilité , d'o& Il suit que la 

dilFérentielle 4e N ^^ "^ , par rapport à :t , est riulle ^ ce qui proUTè 

^e cette eâcpression ncrenlerme .pa8.x. 

406. Ail moyen de la formule (98) , 6h peut intégrer 
toute fonction de deujc variables qui satisfait àrla conditioii 
dmtégrabilité. Prenons pçur exemple^ 

(joxy -^^*) dx + (3x* — ^ !iX'y)ày, • .(101). 

En comparant cette expression à là forxnuIeMdjr + K^/ 
nous avons 

Par donséquent, la condition dUntégrabilité est remplie/ 
puisque Ton trouvé ^ 

dM ^ dN 

ày -^ dx' 

f ■ ■ 

Intégrant l'expression (fixy — j^)da:, dans ï'hypothèse de y 
toastant. nous aurons 
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mbstituant cette yalenr et celle de N dans Féquation (9g); 
nouM obtiendrons 

La partie affectée du signe d'intégration^ en exécutant la 
différenciation indiquée , se réduit à 

et» en ôtant le signe d'intégration » on a une différentielle 
dont les termes se détruisent : il résulte de là que l'exprea^ 
aion représentée par ' 

est constante , vu que toute quantité dont la différentielle 
est nulle» est constante; d'où il suit que l'intégrale cherchée 
est 3x^. — y^x ■+- constante. 

J^/yj. Si l'on n'eût pas voulu employer la formule trouvée 
par l'article précédent , on aurait pu faire directement le 
calcul de la manière suivante : 

• On intégrera l'expression (101), en regardant j^ comme 
constant, et Ton aura 



on 



/Mdr = /(Çjy — y )dx+ Y, 
tt = 3a?^— yx + Y..,(io3); 



différenciant cette équation par rapport k y , on ob* 
tiendra 



dy 



iy 



^«*^.., 



•r- n*étant autre chose que le coefficient de iy dans l'exprès-^ 
«ion (loi) 9 nous avons aussi 



— X 
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comparant ces valears , nons trpnTerons -j- = o , et par 

f^naéquentY :=: constante ; mettant cette y^leurdana Téqu^- 
tion (io3)i nous trouverons 

u^r=5a^yv-r'y*x 'jr constante» 
4o8. Soit encore la fonction 

{2y*x+5y)dx + (fl^ + 9Jpy* + Sy ) dy *> 
si on la compare à l'expression Mdx + Ndj^^ on trouver^ 

M = ayx + 3y', N 2= ao?^ +9^' + 8y'; 
et comme Ton a 

■ dM . L ^ dN 

la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant 
par rapport à x , nous aurons 

/Mda? =yjt?» + syx 4. y, 

différenciant cette expression par rapport à^, on ohtiendsa 

du d(y*x»+3yx) , dY 
dy ày ^ djr ' 

d'une antre part 3- représentant le coefficient de dy di^it 
V4quation proposée , nous aurons encore 



0^ CàXJCMv mftonàMi. 

de ces dcmc taleurs de ^ on tire cette équation 

ft en elRBctiiant la di l Krencîati on indiquée par rapport à jp| , 
on a 

dy « , 

équation qui 9e réduit i 

done 

^ par conséquent l'intégrale cberchée est 

u = y X» -+- 5y^x + ay4 -t C • 

409. On a vu , art. 4o3, que relation ^dxr—a:dy=o j^ 
)9l était pas une différentielle exacte , parce que cette équ^-e 

tion avait perdu le Eacteur çonunon -r; oa aent donc quiil'. 

peut exister des éqn^on^ qui^ telles que ceNes-ci^ ne sout 
pas immédiatement întégrables^ mais qui le deyiendraient ^' 
pn pouvait retftituer ce Ëicteur. 

^lo. &nt en général Téquation Pda; «^«'Qdjr = 0^ qnî; 

est une différentieUe exacte , et s le facteur commim , que ^ 
pour plus de généralité, nous supposerons use fonction d^ 
sp etdey, nous aurons 

Si Ton substitue ces valeurs dans l-éqpation préoéd^ntaL^ 
le ^teur commun z disparaîtra , et Ton aura 

^dr •}- 'Ndy == o, r . (i p5) ^ 
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par hypothèse , on aura 



dP_dQ 

dy àx: '^ 



i . > U > t ■ ,> 



mettant pour P et pour Q leurs valeurs , cette équation de^ 
Rendra i 

et en développant , on trouvera 

Mâz^ zdM'_Vâz . fcdy ' ' 

4ii. Lorsque lefactenroommunzestconstant, T~ et t- 

. dy dx 

étant nuls ^ Téquation (io6) devient 

dM_dN, 

dy dx' 

et par conséquent la GOJBdittoQ ]^QesiKîr^< piPi» que l'équa*-! 
tipn (io5) soMui^e 4ifféippjtieHe e;?{;ap);e^ est renjjîip. Maia 
lorsque z est une fon^ptîon de x.et de y, la détermination de 
z dépend de^ Téqual^on CioS); or, cette équation est plua' 
difficile à intégrer que la proposée^ qi|i nçf panftrq^e que- 

le seul coefficient différeutiel :-p , tandis que Téquation (i 06). 

renferme les deux coefficiens (^fFéiçentiels 3— et v'> et con** * 

^ ' dx dy 

tient trois variables çCy y, z*. 

4iâ. SiVéquation est homogène, il est t9ès..£^]i&.^e d#«^, 
terminer ce facteur ; car soit HAçhc + Ndy = o , une équa-t 
tion homogène , qui devienne întégi^I^ par ,1a multipli- 
cation d'une foison 1uM3ii^n^«>i,de^âP ft^ v$ appelant Ut 
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Pintégrale de Féquation zMdx^-sNdy = o, on ii 

ftMdr + *Ndy = du. . .(107) ; 
ip3tte équation étant homogi^nei on en déduit ^ art. 394* 

aM^: + f Ny = ffi*. . . (108) ; 

or I si la dimension de M est représentée par m, et celle 
de c par h, la dimenfion de Tun des termes zMx, tfiy 
sera donc m + ft + > i cette valeur étant mise à la pl^ce dç 
p, , dans l'équation précédent^ ^ npu^ aurons 

zMx+*Ny = (''» + ftTl- i)tti 
divisant Féquation (107) par celle-ci , nous trouyeroii^ 

W x + V I dy dw I 

Mx + Ny u m + A-|-i' 

Le second membre de cette équation étant une différentielle 
exacte y il en doit être de même du premier ; d^où il $uit quQ 

-j — -T^j^ doit être un facteur propre i rendre intégrabla 

l'équation faomog^e Mdr 4" ^^ = o* 

41 3* Si le facteur commun z, qui doit rendre homogène la 

dz 
proposée , n'e^t fonction quc} de x ^ on a -p = 1 ce q^i Ré- 
duit l'éqimtioQ (1 06) à 

5dR|_Nd* dN 

dy d jr "*" * dx ' 

ffoùFpntiw 

ydg_ /dM dN\ 

dx "^ \d^ "^ dx/ 
et par conséquent 

/dM_dN\ 
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intégralité cm A 



log* 



/T — — — \ 



multipliant par loge, changeant le coefficient de loge en 
expoaant^ et passant aux nombres , on trouve 

«=e^N^4r <i*J ....(no). 

n ne 8*agîra donc plus que de multiplier l'équation pro** 
posée par ce facteur 2 , pour qu'elle devienne une diffëren-* 
tielle exacte. ' 

4i4* Soit, par exemple ^j^da?—xdy==p; on obtient 

dM_dN_ 

ày àx ' 

ce qui réduit la formule (109) a 

/âz /'flda; 

d'pù Ton tire, en intégrant, 

C 

log«=— aloga? + logC=— logx^ + logC=log;^; ^ 

C 

et en passant aux nombres , on trouve s = -^ : par consé^ 

quent l'expression — 2L^ — j — -*21 sera une différentielle 
exacte. 

41 5. On peut trotiyer une infinité de facteurs qui )ouissent 
de la même propriété. En effet, soit z un facteur qui rende 
exacte l'équation Mzdx+'Nzày^^o; en représentant par 
1^ l'ûitégrale de cette équation, nous aurons 

M«dx: -H ITa^dy = du ; 
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innltipliant les deux membres par fu, nous obtieAdisoDft 

^tt (Mzdx + Nzdy) ss fudiu 

La foxjne de çu étant arbitraire , nous pouvons faire, pi«r 
exemple, ^»=:flu\ et alors au*du étant une diiSàrentielle 

exacte 

au*(l!(ixdx + N*dy) = au»du 

en sera aussi une ; donc le facteur a«i^ aura la propriété de 
rendre intégrable Texpre^ion 

Mdx4*I^djrr:=^o. 

On Fcnt qu*OB peut faire une inKnUé d^autree hypothèses 
sur f u. 

Des conditions étintégrabilité des fondions de trois et d'un 
plus grand nombre de variables, intégration des équa-- 
tions de trois variables qui y satisfoi^t. De Inéquation de 
condition qui a lieu pour que l'intégration des équations 
différentielles à trois variables dépende (T un facteur com- 
munf et des moyens de satisfaire à la proposée^ lorsque 
cette équation de condition n'existe pas. 

416. PropofOfu-nooft ded^ienniner léi conditions d^nt^rabilitë de Isi 
dificrenlieUe d^nne fonction de trois T&tiajiiles x^j*!' j cetlip fonction étai^ 
■epréMnt^ par II, nonsaorons 

du = Mdx -t- Pîdr -t- Pdr. . .(i 1 1) 5 
par 00Bs«qiicnC 

„ du _;f du ^ du 

**=& ^^^p* ^='r.:. 

On peut combiner deux à deux ces éjuations, de trois manières difi^ 

lentes: 

^ ^ du ^ d« ~ . 

^ du __ du -. 

a^ du ^ au -. ■ . ' : 
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417* Par une démonstration analogue à celle q^fi no^ a^roitt donii^ 
ptii^édemment , on de'duira de ce» équations cellesnà : 

âU dN dM_dP dN_dP . 

^n gëmfral , a'il y a n yariables , on auira autant d'équations de condî- 
lion que ces variables peuvent donner de produits distincts dftox à deux, 

ftt par conséquent -^ équations de con4ition. 

4 18. Loi^sque la différentielle du eat QuUe, Téquaiioa (m) te. jf6^ 

duit à 

Mdx-f-Nd/-t-Pd2 = o^ 

piettons-la sous la forme 

djs r=3 mdx -f- nd)^. . . (i i3) , 
fn faisant 

-p = — m, g = — n...(ii4). 

Otf si nons regardons 2 comme une fonction de x et dejr^ noua pour» 
roos traiter l'équation (ii5} comme si elle ne renfermait qne ces deux < 
variables ; par conséquent ,, la condition d'intégrabili^é se réduira k celle 
deTart. 401 , c'est-à-dire qu'il faudra que ladifierentielle dem, prise pat. 
prapport hjr, et divisée ^par cette variable, soit égale à la différentielle d« n, 
par rapport h x, ejt divisée pjir x . Pour obtenir ces expressions, nomttanajt» 

q^ierons q^fi la.pir«mièrA ba êm^ pa» «mlenwnt ^ , maÎA dffvMs wrw m» 

«econd terme provenant de la difierencis^tion de la variable z^ regardée 
comme fonction de j^; ce terme sera 'donc représenté, art. a4» P''^' 

dT dT"' ^* ^^* ^^^^ disons de la différentielle totale , prise par rapport 1^ 
y, devant s'appliquer ài la. difi^érentieUA totale, prise par rapport è^jc^ 
l'équation de condition (97), art 401 > sera, dans le icas présent , 

dm , dm d« an . d/i dz 

«MBMB ^m^ I ■- I , , ■■■■■ ^^^^^ <w*^ - • ■ — * 

djr. dz ^ dx dzd«' 

transposant et obsetvant qne,.d'aprè» l'équation (iï3), ^rszm, tt qne 
^==/i,ona 

dm d/i dm dn . .^ 
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m 

Or, en différeiiciâat les cqaaiioDf (ii4)> dVprèt Târt. 19, on a 
«lu» ^^ dy d)r ' An Tx àx 

difi N d» d» dn M T^ àz 

"^i^p- — pî — ' '"a;-F- — P 

Snbftimant cet yaleurs dam r<fqaatioii (iiS), rëdnisant Ici deaz der^ 
nicrs termes et sapprimatit le denominatenr commun P*, nous iroo' 
teroiit 9 en changeant touf les signet , 

„dM ^dP n<iN^^dP «dM . ^dN , -, 

Telle est l*^qiiation de conditioa qui doit avoir Heu pour que z puisse 
être coDsidcrë comme une fonction de deux Yariables indépendantes x 
tiy , cVst-à-dire pour qu'il puisse exister une équation finie entre ces 
trois rariables ; par conséquent, si Ton prend au hasard, une équation 
Mdr •4- ^ày -K Pdz = o , entre trois variables , avant que de savoir si 
fcquarion (116) est remplie, on ne pourra pas affirmer que Tune des 
variables ett fonction des deux autres ; c*est4i-dirR que Téquatioa diffiiS- 
rentielle proposée nécessite Texistence . droite certaine équation entre 
ar, jr et a, on, en (r autres termes, que cette équation différentieDe ait 
nne éqnation unique pour intégrale. 

419. Une équation différentielle à trou variables , pour laquelle l'équa- 
tion (116) ne se réalise pas, était autrefois regardée comme absurde, oa 
du moins comme insignifiante ; M. Monge, ainsi que nous allons bientd( 
le faire voir, prouva que Ton était dans repreor. 

4^0. Lorsque les équations (i 13) ne sont pas satisfaites , si nous repré- 
sentons par X le facteur propre & rendre Mdx 4- Ndf -f> Pdz une diJETéA 
rentielle exacte , les équations de condition (119) deviendront 

dxM_dxN dxM_dxP dxN_dxP 
dy "" dx ' "ar "* dx ' da "" d^ » 

effectuant les différenciations indiquées , on obtient 

„dx «idx^ /'dM dN\ . 

^dx - dx . /"dM dP\ 

**d;-^di+<di^"a];>"' 

-.dx „dx^ /'dN dPN 
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Si l'on malciplie la première de ces équations par P , la seconde par 
— N , et la troisième par M , et qu'on les ajoate , les termes qui ne sont 
pas entre les parenthèses se détruiront j Têquation étant divisible par ^, 
ce facteur disparaîtra , et il restera 

pdM «dN «dM^T^dP^^dN „dP 

P-3 P-T- — JNj — hN-r H-M-î Mt-=o; 

ajr dx de dx dz djr ^ 

ce qui est l'équation de condition (ii6) , que nous avons vu être néces" 
^aîre pour que l'une des variables soit fonction des deux autres : résultat 
qui s'accorde avec cette hypotlièse ; car si la proposée pouvait devenir 
îniégrable par la restitution d'un facteur, elle conduirait à une équation 
unique oitre x ^ jr et «, équation qui serait contradictoire avec ce qui 
précède , puisque l'une des variables serait fonction des deux autres. 

4a !• Examinons de quelle manière on peut déterminer llntégrale 
lorsque Péquation (ii6) est satisfaite. Pour cet effet, regardons d'a^ 
bord z comme constant dans Téquation Mdx+Ndj'4- PdzsBO, et 
nommons x le facteur propre à rendre celte équation une différentielle 
exacte j nous en représenterons l'intégrale par V, et alors V sera , eu 
général, une fonction de trois variables x, ^, «) cette intégrale devra 
être complétée par une constante arbitraire fonction de 2 , que nous dési- 
gnerons pas pZf de aorte que nous aurons 

s 

V + 0« = o. 

Le coefficient différentiel de cette équation , pris par rapport à z, devant 
être identique au terme qui multiplie dz dans' la proposée , il faudra que 

Ton ait 

dy,dpz_ 

di'^dr"^*^' 

d'oii l'on tirera 

Comme le premier membre de cette équation ne contient que z, le second 
doit se réduire h une fonction de », qui étant intégrée ^ donnera la 
valeur de pz . 

4aa. Soit, par exemple^ l'équation 

yzâx-^xzAjT'hxyàzszoï 
intégrant j^cdx -f* xzdjr, «n regardant z comme constant, ou tcooTor» 



; 
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cène ^qnitioii • diffêwdciée par rapport kz, divisée pcr dz et ^gaKe aai 
codficieDC deds de la piopoMe, nous donoera 

, d#« 

dow 

«t par cofiM^qaeiit pz =s conttante; d'où nous d<klairons t^« -f> C pour 
Pini^giale de la propose'e , comme on dcTait s^y attendre. 

4a3. Soit maintenant l'cqnation "Max 4- Nd;^ -f> Pils ss o , une ëqna*' 
lion différmtieUe , pour laquelle réquation de condition (i f6) neae ré»' 
lise pat; dénçnons par x -le facteur propre senleiàént k cendre intcgrable 
b partie Md.r -f« Ndj*, prise en regardant z comme constant, et multi^ 
pboai la proposée par ce facteur^ nous aurons 

xMdx •+■ ^Iîd)^ + xPds == o. . . (i 17) j 

iDlégnnt la partie x^kbr ^^ ANd^ dans Pb^rpothèse de z eoostant , Pinté-^ 
grAle que nous obtiendrons pourra être lepréeentëe, comme dans 'Paip^ 
ticle 4^1, par 

La diiFffrentielle de cette ëqnation étant prise par rapport aux trois vn^ 
riables , nous ne pourrons en conclure son identité' avec rëtjuation (1 17) , 
pnîsqoe céUeM:i ne peutpro^enir de la diAéreBeiatioa d'bne aaoe id^oii 
Il «ait qa»PëqiMtion 

•^ + g'=^...(n8) 

ne pent subsister que par une condition indëpendante de Pbypothèae 
dans laquelle Téquation (117) provienne d*une-«tule équation différenciée* 
Comme nous n^avons pour but que de satisfaire à Téquation (i 17) , noua 
ÉOTttMna de cette hypothèse et nous établirons arbitrairement entre let 
tanoUas- « , y «t^, la rakitioa (iiS^ f aIoks les équations 

tr . ^V , àpz r% i \ 

V + Ms=o et ^-«-d7 = ^^'-(**9) 

satisferont conjointeraenrli Péq«ation (i^?)» «n. différenciant la première 
des équations (itq), et en Tajoutant à la seconde; en effet, la difiei^ 
reinfellede V H^à^ étartc prise par nippon à^x et à y^Tdonatraflcslcrmef 
xMdjt+xNd/, et la seconde des équations (i 19} , multipliée par ds^ 
donnera la valeur du terme ^Pd««' 
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4a4. PrenoDi pour exemple l'équation 

ydy -f- zàx = cla ; 

si Ton regarde z comme constant, le (acteur propre à rendre tnt^pnJbti U 
' partie j^d/* + zàx , esi 2, par conséquent nous aurons 

:iydy -f- aadx — ad* = o. . . {120) 5 
cette équation sera satisfaite par le sjst/èaae des deux sui?aates- i 

d*» , - . 

j^» •+■ azx -f- f« ^ o , 2X'+--2 — H a = 0.., (121;. 

£n effet y la première étaint différenciée par rapport à toutes les ta- 
riahles , donnera 

2^d^ 4- 2zdx -f- 2jrd2 ■+• -j— dz = o ; , 

tirant de cette équation la raleulr de a/dj^'-f- asdx, et la subtitoant daos 
réqaation (120), on réduira celle-ci à 

— 2xd2 ï- àz — 2d2 -=3 O - 

«qnation satisfaite d'elle-m^me, en vertu de la seconde des équa» 
'-^ions (121). 

4^5. Les équations (121) nous montrent que la forme de la fonction 
' pz est' absolument arbitraire , et que, pnr conséquent, si l'on fait; par 
fXMUplç 9 pzza z^, le système des équations 

^* -fi2«Jr+«3=:o, ax-h3z* — 2 = 0...(l22} 

f satisfera aussi. 

436- -^u moyen de ces deox équations entre trois variable^ , on pourra 
construire {note septième) une courbe à double courbure qui, dars 
tous sis points, satisfera à la proposée; mais si au lien de prendre 
^ =2^ on prenait ponr'i^e une autre fonction de z , on détertnineraic 
une autre courbe à double courbure , qui satisferait également à la pro- 
posée; d'où il "soit que les équations (121) représentent une suite de 
'courbes k double courbure S|ui satisfôni à la proposée, et qui sont liéef 
entre elles par la propriété commune que leurs équations ne diffèreni 

: filtre «îles ^e par les (ermes représentés par fz et p ar «^ . 



M I 
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Théorie des constantes arbitraires. 

iprf. Une équation étant donnée entre les variables x, y 
«t des constantes, on obtiendra^ en la différenciant, nne 
équation qui devra renfermer le coefficient dilTérentiei 

-f2. ^ de sorte qu'on pourra représenter ainsi ces deux équa- 
tions : 

Les variables et les constantes ayant les mêmes valeurs 
dans ces équations, je puis, en général, éliminer entre 
elles Tune des constantes ; je dis en général , car il 7 a tel 
cas particulier où cette élimination deviendrait imprati-^ 
cable ; par exemple , si Ton avait l'équation y = ox + & , et 

par conséquent ^=a, on pourrait bien éliminer la con- 
stante a; mais , i moins de supposer une relation donnée à 
part entre a et 6 , il serait impossible d éliminer b entre ces 
équations. Cette remarque suffit pour faire concevoir le sens 
général que Ton doit donner à toute cette théorie des con- 
stantes arbitraires. Pour revenir à notre objet, en éliminant 
donc une constante entre les équations (isS) , on obtiendra 
une équation du premier ordre , qui renfermera une con- 
stante de moins que Téquation F(x,j^) = o; si Ton diffé- 
rencie deux fois de suite Téquation F(x,^) =: o , en y com- 
prenant celle-ci , on aura }es équations suivantes : 

On peut, entre ces trois équations, éliminer deux constantes ; 
et comme les équations auront tontes été employées à cette 
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t]ipérâtion^ celle qui ea résultera devra oonteûîr les mêmes 
coefficiens différentiels > et par conséquent' sera du second 
ordre; mais elle aura deux constantes de moinique Féqua^- 
tion F(a:,^). = o; ei^ en général > on voit que l'équation 
différentielle dé Tordre n ne peut contenir que n constantes 
de moins que Téquation F(jp,^) =;= o , de laquelle elle dérive. 

428. Soient a et J les constantes qu'on peut éliminer au 
moyen des équations (i'24), et qu'on nomme des con- 
stantes arbitraires (*) ; si l'on élimine b entre F(a:,y)=zo et 

l'équation Ffa:,^, -3»^ J==o, qu'on déduit de cette dernière 

par la différenciation , on obtiendra une 'équation dîfféren-» 
tielle du premier ordre , que nous représenterons par 

D'une au^e part , le résultat de réiiminâtion de a^ entre 

les mêmes équations F(a;j^)== o et F (^ly}^) == o , nous 
donne 

• ■- > ' ' ' 

4^9. Si, par un moyen quelconque, on parvenait à trot^ver 
les équations laSetxQG, oa voit qu'il suffirait d'éliminer 

entre elles -^ pour obtenir Téquation F(x,^) := o» Si l'on 

{*) Elles sont ainsi appelées , parce que Tone qtielcoilque de ces con« 
stantes peut éire regardée comme celle qui dérive de rmtégration^ d'une 
équation différentielle du premier ordre. En effet, soit Téquaiiou. . . .. 
f Ocfjr, a, b, etc.) = o ; on en tire p(âc,y, h, etc.) =s a , et en différenciant 
on a d^(x, jr, b, etc.)s= o; par conséquent a peut être considéré comme . 
la constante arbitraire qu'on 'ajouterait k riatégrale de âp(x, jr, 6, etc.). 
De même, deux quelconques de ces constantes, peuvent être regardées 
comme provenant tle ^intégration d'uiie équation différentielle du second 
ordre; et ainsi de suite» 
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'iéliinitte la constante a entre Téquation (itS) et ceïï^ 
-qu'oo en déduirait pair la différendiation/et qu'on éln* 
loiae de même b entre relation (ta6) et celle qu'on en 
déduirait par la différenciation | on obtiendra deux éqna^ 
tions du second ordre , qui ne contiendront plus les con- 
.stantes arbitraires a et i^.et qtii^ par oonséqfient, devront 
H^oincider , autrement les valeurs de x et de y ne seraient 
pas les niâmes dans Tune et dans l'autre; il suit de là 
qu'une équation différentielle du second ordre peut provenir 
'de deux équations différentielles du premier ordre, qui sont 
nécessairement différentes , puisque bi constante arbitraire 
de l'une n'est pas la même qne la constante arbitraire de 
l'autre. 

Représentons par/ Ç^,y, -p > -t~ J =so cette équation 

'différentielle du second ordre , qui provient de l'éliminatioti 
des eoipstantes arbitraires a et b; les équations (ia5) et(i26) 
en sont appelées les intégrales prenfières ^ l'équation primi- 
tive F^x,^) x= en e^ Tîntégrale seconde. 

43o. Appliquohs les mêmes çonsidé^atîodis à l'équation 
différentielle du troisième ordre : en difl^éyenciant trois fois 
de suite l'équation F(xj') = o , nous àtirons , en y compre- 
nant «Cette équation^ 

CCS équations admettant les mêmes valeurs pour chacune 
des trois constantes arbitraires que renferme F(a:,^)=o^ 
on peut en général éliminer ces constantes entre ces équa^ 
lions f çt obtenir un résultât que nous ïreprésenterons par 



/(•^îT' 
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f» sera Téquatioii différentielle du troivième ordre de.. • «t 
^{x,y^}^szo, et de laquelle les Jbrou constantes arbitraires 
^ront élimioées; réeàproquement» F(ar^^)ssoaera Tiaté* 
grale troisième de Téquation (i 27). 

43 1 » Si Ton élimine successivement chacune des constantes 
«urbitraires entre réqnation f (ar^y^sro et œU^e que l'on eo 
tirerait par la différenciation, on obtiendra trois équations 
'àvL premier ordre , qui seront les intégrales secondft de 
Téqu^tion (127). 

Enfin, si Ton élimine deux des trois constantes arbi-« 
traires , à Taide de Téquation F(.r,^) =:; o et des équations 
que Von en déduira» par deux diiFérenciatiojis succeâ^iyes, 
c est-à^ire si Ton élimine ces constantes entre les équatipns 

on pourra consenrer successivement dans l'équation qui 
proviendra de Téliminatioa , Tmie dés trois constSfites ar-r 
bitraires; par conséquent on aura autant d'équations que 
de constantes arbitraires. Soient donc 4i, b, c ce4 con-j 
«tantes arbitraires ; les équations dont nous parlons , con- 
sidérées seulement sous le rapport des tïonstantes arbitraires 
qu'elles renferment, pourront être représentées ainsi : 

fcz=;o, ^0 = 0, ^ = o...(ia9). 

Comme les équations (1 a8) concourent toutes à l'élimina-* 
tion qui nous donne J'une de ces dernières, il suit de là que* 
les équations (129) seront chacune du second ordre; on les 
appelle les* intégrales premières de l'équation (107). 

45a. En général, une équation différentièUe d'un . ordr» 
n aura tm nombre n d'intégrales premières, qui coptien- 
dront par conséquent les CQeBfeièns différentiels depuis 

^jusgu'à^^^ inclusivement, c'est-à-dire m w«nhr* 



\ 

« 
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iL-^'i decoefficiens différentiels ; et Ton yoit que lorsque 
ces éqnatioiu sont toutes connaes , il suffit d*éliininer entré 
elles ces coefficiens différentiels pour obtemr Téquation 
primitive. 

Des solutions paHiculieres des équations diffé^ 

rentielles du premier ordre. 

435. Nous avons Vu , art. 355, qii'une intégrale particu- 
lière pouvait toujours se déduire de Tintégrale complète, en. 
donnant une valeur convenable à la Constante arbitraire 
que renferme cette dernière ; il ne failt pas croire cepen- 
dant que y pour toute équation différentielle proposée, la 
valeur* qui peut y .satisfaire doive tou)OWrs se trouver com- 
prise dans Tune de ces iiftégrales particulières. Par exemple, 
si l'on avait Téquation 



^jrV«*+y — . a»= a«ïx +^^j^. . .(i3o), 
dont l'intégrale complète est 

y -^ c s= V^ar* + j'* ■^— a% 

• •■ • • • 

•€t qui , par conséquent , étant élevée au carré , devient 
flcj^+.c' — j:^+a*i=o .•.(i5i), 

* ■ * 

il' est certain qu*en donnant à c une valeur constante ârbî*- 
ti-aire , bn obtiendra une intégrale particulière , qui aurait 
la propriété de satisfaire à la proposée. On y peut encore 
iatiâfaire par Inéquation 

irî*+y = aV..(i3fl); 
cariDétte équation étant différenciée , donne xdr.7=—^dy; , 
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'^ette valeur et celle de x^+y* étant Substituées dânr 
Téquation (i3o) , en font détruire tous les termes 5 et néai>* 
moins l'équation (iSs) n*est pas comprise dans Tintégrale- 
complète, car, quelque valeur constante que Ton donne à. 
c dans réquatiou (.ï3i)^ jamais cette équation ne pourrai 
amener l'équation (i3a), puisque la première étant celle 
d'une parabole, ne peut, dans aucuQ cas^ devoir l'équa-* 
tîon (iSa) , qui est celle d'tm cercle. 

Cette équation (iSa), qui satisfait à là proposée sans être 
renfermée dans l'intégrale complète, s'appelle une solu- 
tion particulière ou singulière de la proposée. Clairaut,. 
dès i734> avait remarqué ce fait, et l'on crut long-temps 
que ces sortes 'd'équations n'étaient pas liées à l'intégrale 
complète ; Lagrange fit voir qu'elles en dépendaient, et à 
ce sujet, exposa la théorie que nous allons développer. 

> ■ • 

434. Soît Pdo; + Qdy = o , une équation différentielle 
du premiei^ ordre. On peut concevoir cette équation commp 
provenant de l'élimination d'une constante c entre une cer- 
taine équation du même ordre , que nous représenterons par 
Mda;+Ndj^= o, et l'intégrale complète F(x,y,c) r= o de cett» 
équation. Or^ dès que tout se réduit à prendre la constante 
c de manière que l'équation Pda7 + Qd^ = o, soit le ré^ 
sultat de, rélimiûation , on sent qu'il est même permis de 

faire varier cette constante^ pourvu que- l'équation 

Pdo? -f- Qdjr = o ait lieu ? dans ce cas , Vintégralé com- 
plète r(r,j',c)»= prendra une plus grande généralité , et 
représentera une infinité de courbes de même genre y diffé-^ 
«rant les unes des autres par un paramètre, c'est-à-dirè par 
une constante. Cette hypothèse est admissible, puisque > 
lorsque l'équation Pdx^Qdy==0' est donnée, il est dans 
l'esprit de l'analyse de ne rejeter aucun des moyens qm 
ont pu apiener cette équation. 

435, Sujiposons donc> que Tintégrale complète étant 
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dilKreneiit » «a conÂdisant c comiaft TSiiable^ on A 

Mdr + Ndjr + Cde = o (l33), 

éqnâtioii qai peot se mettre sons ee$ denx formes : 

n est certaiB qne si M et N restant fini»» Cdc est nu}> la 
résultat de l'élimination de c entre F(j*,^,c) = o /et Téqnar 
tion (i33), sera le même que celui de c entre Y{x,y^)'z=iO 
et Téquation Mdx + Tiàyz=zo, résultat qui» par liypo- 
thèse, est Pdx -f- Qdy s= o ( ear> dans ce cas, réquation 
(iSS), par la raison que Cdc est nul, ne diffère pas de 
Mdx-)-Nd^s=o; mais pour qu^on puisse avoir Cdc= o, 
il faut que Ton des facteurs de cette équation soit nul ^ 
c'est-i*dire qfie l'on ait 

dc = o ott G = o« 

Sans le premier cas, de rso donne €=s eonsUaUe, comme- 
cela a lieu pour les intégrales particulières ; dans le second 
eaS| l'équation C:=c renfermera c ou en sera indépendante ; 
fi elle renferme c, il peut arriver deux eà», ouréquation 
C=so ne contiendra que des constantes j, ou cette équation 
contiendra c avec des variables ; dans le premier cas> Téqua-^ 
tion C =s o donnera encore c=z constante , et dans le second 
cas, elle donnera c!ta:/(x,^) (*); cette vakur, étant sul>» 
Blitttée dans l'équation W{x,ytc):=zo, la changera en un» 
autre fonction de op et de^, qui satisfera i la ptoposée san» 



M«H«HMMaMi^ 



(*) Bien entendu que cette ëqualnm Wii e un s OMMM cm 
CG11S oii Ton aurait 
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être comprise dans. don intégrale complète, et par consé^ 
^ent en sera une solution singulière; mais on aura une in^ 
tégrale particniière li Téquation c=/(a:,jf^/au moyen de. 
l'intégrale complète, se réduit à une constante^ 

4SG. Lorsque le facteur C = o de Téquation Càc = otne 
contient pas la constante arbitraire c, on connaîtra si Téqua-. 
tion C =o donne lieu à une solution particulière , en combi^ 
nant cette équation avec l'intégrale complète. Par. exemple^ 
si de C = o on tire ar = M, et qu*on mette cette valeur 
dans l'intégrale complète F(Xiy^ç) = o , on obtiendrai 

c = co;^toRto=:B>^ ou. cz=.fy'^ 

dans le premier cas , G=o sera une intégrale particulière», 
«t dans le second y une solution particuUère. Voici de quelle- 
xnanière je crois qu'on peut le démontrer^ : considérons d'a- 
bord le premier cas; c. étajat une constante arbitraire mel-~ 
tons 6 à la place de c, dans I%t^ale con^plàtci, cette 
intégrale deri^ndra P(jp,^,D) =o ; par conséquent puisque ' 
a: = M réduirait F(a:,^,c) = o à c = B, a:=M changera 
F(a*,3r,B) == o en B = B; ce ^ui anuonce que les rrr et les j/^, 
se détruiront mutuellement; mais,, au ]ieu de tirer j;=:fM. 
de C= o pour en mettze la yaleur.dans F(jp,j^^B) = o , on 
peut égaler entre elles les valeurs a:=M et a: = N, tirée»., 
des équations C=o etF(a:,j^,B)=o; et, comme ces valeur» 
de o: doivent être identiques, bous pouvons en conclure que 
C = o n'est autre chose que ce que deviendrait F(a?,j^,c) = o, 
en y changeant c et Q ; c'est-à-dire, que C = o est une inté- 
grale particulière* 

Dans le second cas ou la valeur a:=±M réduit l'intégrale- 

complète à c=J^, si, dans cette intégrale , on change, c eh 

fyy on aoni F{Xyyfy')'=:='0^ équatioa qui. deviendra ideur*.. 

tique en remplaçant x par M> puisque cette valeur réduit^ 

ECjd,j',c) = o à c=2^. Il siçht de là quelerri^eats^de *^ 
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données par les équations x=eM et F(pe,y(fy)z=o, doivent 
être identique»» et que, par conbéquent, il en est de mêm» 
de cea équations; la première étant la même que C=o ^ 
cette équation est «donc , dans le cas présent , ce que de^ 
vient F(x,^,c)=o, lorsqu'on y change la constante c en 
enj3'; d'où Ton peut conclure que Cz=o est une i^oIutioQ 
particulière « 

437. Appliquons maîntenaot cette théorie à la recherchei 
des solutions particulières > lorsque l'intégrale complète est 
donnée. 

Soit réquation 

j'dx— xdy = a j/dr* + dy*. . .(iî4)» 

dont l'intégrale complète se détermine par le moyen sxit^ 
vaut : ' 

Si Ton divise cette équation par dx» et que Ton fassi^ 

dy 

g^ 5= p ^ on obtient d'abord 

y—px=a V^i +p'. . . . (t35);. 
différenciant par rapport à x et à p» on a 

djr —pdx — xdp = -r^^^rr ; 

K 1 + p* 

observant que dy = pdx^ cette équation se réduit & 

xdp+ llL_ = o^ 

V^i+P" 

et Ton y satisfait en faisant dp = o. Cette bjrpot&èse donn» 
p = wmtanU = c > valeur qui étant mise dans Téqua^ 
tion (i35)| la change en 

jf — ex = a v/r+T*. . . . (i56). 
C^tte équation renfermant une constante arbitraire c, qui 
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Zi*était pas dans la proposée (134)9 ^^ ^^^ ^onc l'intégrale 
complète. 

438. Cela posé, la partie Cdc de Téqnation (iS3) s'ob- 
tiendra en dilFérenciant l'équation (i36) par rapport ac, 
regardé comme seule variable ; en opérant ainsi ^ on aura 

, , acàc 
xac + -^ = G ; 



V/i + 



c* 



par conséquent, le coefficient de de, égalé à zéro, nous 
donnera 

jc = -— — ^..(137)- 

pour dégager la valeur de c, élevons cette éqpation au 
carré ^ nous trouverons 

d'où nous tirerons 

au moyen <le cette dernière équation, éliminant le i^uical 
de l'équation 0^7) , nous obtiendrons ensuite 

^ ...(i38)(*). 



{/a^—x^ 



Cette valeur et celle V^i +c*, étant mises dans l'équa- 
tion (i36), nous aurons 



y^ 



0?» a* 



l/a»— X» Vu* — a:*' 



{*) Nous n'avons pas affecte V/i + c> du double signe, parce qu9 je 
«t c ëtant de signes contraires , dans Fequiitton (iS?), il (aut^u'il an «oU 
' ^ m^me dfins l'e^uatiQu (i38}« , 
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d*oiî nous tirerons 

équation qai^ {tant éleyée an carré^ nous donnera 

«t Ton voit qne cette équation est effectivement une solution 
particulière^ car, en la différenciant, on obtient àys=: — —^ ; 

cette valeur et celle de |/x» ^y», étant substituées dans 
Tcquation (i34) , la réduisent à a» ==«•. 

43,9. Claîraut remarqua le premier une classe générale 
d*équatio|ts susceptibles d'une solution particulière; ces 
équations sont renfermées dans la suivante : 

équation que nous pourrons représenter par 

jr=px + F>....(i39); 
différenciant, nous trouverons 

dy =pdr + xdp + -T^c(p ; 
cette équation^i i cause deày= pdx, se réduit i 

f 

et comme dp est facteur commun , elle peut s'écrire ainsi : 



(.+&)*= 



o. ) 



Oa satisfait â cette équation en faisant ^r=ro, ce qui donne 
p =; constante = c ; par conséquent, en substituant C^Xt» 
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Tilenr dans Féquation (iSg) ^ nous trouverons 

, y = cx + Fc; 

cette équation est Tîntégrale complète de la proposée , puis- 
qu'une constante arbitraire c a été introduite par Tintégra- 
tton. Si l'on diiFérencîe cette équation par rapport k c,on 
aura 

par conséquent, en égalant à zéro le coefficient de d^, on 

a réquation 

, dPc 

* + "dF=°' 

qui , par la substitution de c dans Tintégrale complète , don- 
nera la solution particulière. 

Des équations linéaires. 

44o* Un« ^natktD différentielle entre denz TarîaUe&x etjr , cit Uiir&ir« 
lorsque les expressions j^, j-, -p^ , T~î* '^'T^ ''^ "^^ élevées , <1aos 
cette équation , qn^au premier degré : ainsi , en supposant que A , B , 
C, D..<.,IV,X> soient des fonctiont de x , Téquation Jinéaire du 
|i««« ordiA ser» 

44i* Lovi^tte cette éqnatioii «st da pranier degré^ die se i^nit \ 

Ar + B£=Xî 

cYiassant le dénominatenr, et divisant par B , on peut la mettre sous 
cette forme 

éx-h^jrdx^Qdx, 

f t nous aTonf vu , art. 385, qne cette équation ayait ponr i»t^ale 
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4^3. Lort^e le terme ea X est nul dans réqnation (i4o) > •< i>ci^ 
nombre n de valeurs particulières, p, q, r, etc. , mises saccessWemeoK 
à la place de jr, ont chacune la propriété d^y satisfaire , il suffira de mal— 
tipiier p, tf^r, etc., par des constantes arbitraires a , 6, c, etc., pour 
oondaie ^e Tintegtale finie complète de cette équation est 

jrstf^ ^- 69 4.cr, etc. 

La démonstration de cette proposition étant la même pour tons les degré» ^ 
Bons ne considérerons que Téquation 

Ar+Bjjj+C3^. + 05^=0.. .(14.). 

En mettant successiTemcnt à la place de y les râleurs bypothétiqaea 
Ti 9» '*> nous auront 

multipliant ces trois équations , la première par a , la seconde par h et 
la troîaième par c , et ajoutant les résultats , on trouTe 

A(«p + 6, + cr) + B(«^ + jg+cJ^) 

Or, il est évident que cette expression , qui est identiquement nulle, est 
la même que celle qu'on obtiendrait en faisant^ = a p 4- ^9 -f- cr^ dans 
Féquatîon 040 i <ïonc cette Taleur de y satisfait à IVquation (i40î *f> 
comme elle renferme trois constantes arbitraires^ elle est l'intégnde finie 
complète de Téquation (i4i)* 

443' Lorsque X n'est pas nul dans Téquaiion 

Ar+Bg+cg+Dg = x... (.4.), 

ai r«n peut trouver trois valeurs particulières p, </, r, qui , mises su^ 
cessivement à la place de J^, satisfassent chacune k r^qa^^tion 
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Ar+B|+cg+Dg = o...(,43), 

ilnt^rale finie complète de Tëquation (143) sera 

j^ = a/i 4. iç -f. cr. .. (i44) ; 

fiftais alors a , b^c, au lien d'être des constantes, seront des fonction» 
de Xf qae nons apprendrons bientât à déterminer. 

444* Pour démontrer ce théorème, différencions Téquation (i44)» ^' 
divisons-la par dx j nous aurons 

dr d» . , dflF . dr . d« , db , de - - 

Drsposons des indéterminées a, b, c, par trois conditions : par la pre» 
mière. Caison» ' 

* da , d& , de , ,«. 

il restera ^ 

dx dx dx dx 

Une nouTelle différenciadon nous donnera 

d«r\ à*p . , d«^ d»r . d/i dp . âhdg de dr , -^. 

dx* dx« dx* dx« dxdx dxdx dxdx ^ ^' 

pour r^plir la seconde condition ^ posons 

da dp , dô d</ , de dr . , . 

il restera 

d*r d»p . , d*g . d»r 

dx» dx* dx* dx** 

t. 

diflfe'renciant encore et divisant par dx , il viendra 

d*y à^p j^â^g d^r dfld»p âb d*<y de d»r 

d]?^"^S?"^ d^"^"^d]^"^dïdl"*'^did7»"^dxdr** 

1 

Pour remplir (a troisième condition , nous supposerons 

âad*p db d*g de à*r ^X .^' 

; 4îd?:"*"dïdi^"^dïd]^ "^D"^'^"' 



s 
' « 
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«t réqnadoo ppécédcnle détiendra 

dv <*y . r<>*^ . dV . X 

dr*^'d?^^*ar»"*-*dr»"*"D- 

Je dit mainteiuait qne la Taleor jr =: <ip -f. 5^ 4* «r, satufait à T^qo»» 
tion (i4a) y car metuni dam cette ^qqattoD la Taleiir de j^, et par conac?» 
^iicat celles de fcs coefficiena diUerettûeb^ qae noua Tenoiu de dcter- 
jnioery et effiiçant les termes en X, <|oi ae dôraiicnt , on trouTa 

445. Comme on oe sait pas si la valenr donnée 4 jr fait détmire mu— 
laellrmeal tons les termes de Tecputiaii i49 f il «'agit maintenant de dé- 
montrer ^e celte ëqnation est identiquement nnlk. Pont cet cfiGit , p/ 
4§, r saiisiaisant à l'é^pution (i43)y on a 

mnliipliant la première de ces équations par a ,. la denxîènM par ft et la 
troisième par c , et ajoutant les résultats ^ on trouvera une équation 
identiquement nnUe, qui sera la même que Inéquation (i49}* 

44^* Pour déterminer a, b, e, les coefl&ciens di£fîicentiels j~ > ;p » 

de 

^ n'entrant qn'au premier degré dans les équations de condition (t^Sj pi 

( 1 4>) et (148} , nous pouvons éliminer deux de ces ooefficiens différentiels , 

et nous trouverons l'autre en fonction des expressions -r^ , ^ , etc., qui 

làx ûx 

sont des fonctions de x dét^rmioéea , puisqn^oa «owaalt p, y» r, etc. ^ 
nous aurons donc des équations de la forme 

— Y ^ T de Y 

dx^'^" ai'**"' di"^*-' 
on 

dii:a=X^dx, d&=X,,dx, dc = Xj|dvy 

et en intégrant, on détevmiaeca M,è etc» - 

44? > Ce théorème est applicable a« cas o!i IVqnaiion lînéwre serait d*oa 
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'ipnhv^^êloMiqvic, |Mir conséquent rintégrationdeces ëqaadons se réduit 
-sk «elk et VéqvLAÙùa 

Ar + B| + Cg.;.+Ng = o...(,5o). 

44^. Lorsque IVqaatioB linéaire de l^ordre n a des coef&ciens constans, 
a est facile d'en déterminer l'intégrale. En effet , si dans l'équation (i5o) 
<<m faic^ss e"^, on prouvera, en difiërenciant^ 

dy d*y d^y* 

«ubsiitnaat ces valeurs dans l'équation (i5o} , on obtiendca 
e"*{A H-Bm -f-Cm'.. .+ Nm»j = o. . .(i5i)i 
soient Ti\'ym"i m", etc. , les racines de l'équation 

A H- Bw -f- Cm* . . . -h Nm» = o . . J (xSa) , 

l'équation (i^o) sera satisfi^te par ces valeurs 

r = «"''» r ==«""'» r = c^',etc.; 

'et comme on a n valeurs de jr, l'intégrale finie complète de Péqua- 

ti»)n (i5o} sera 

y =s ne"'* -f- be'»"" ■+• ce»*'* 4- etc. 

449* Lorsque m'^^m*', les termes ae'^* et ie*"* se rédaisent à 
f ^r + 6) &^', et alors la somme a -hb devant être considérée comme 
utlc seule constante , on ne trouve plus un nombre it de constantes arbî<- 
iruires dans, l'expression de^. Dans ce cas,' il est démontré que si 
y = c^» satisfait à la proposée, la valeur^ = xe*'* doit aussi y satis" 
faire. En effet, en difiercnciant cette dernière équation on trouve 

d'y" tf)^ V 

djr ' àx* ' 

dV 

-ii- = xe^^'rnf^ -h Sc^'m'», etc. 4 

d** ' 

«es valeurs réduisent l'éqnati^n (i5o) à 

xé^* (A -f Bto' -f- Cm'« + Dm'î -4- etc.) 
•f. e*'* (B H- aCm' -♦- 3Di»'» 4^ etc.). . , (i53). 

Qr , l'équation (x5a) ayant par hypothèse deux racines égales, on sait. 
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-^ i* 

^'^ •»». 






l..:(iô6). 



x[uatk»ns les pi os f^lénërales dh ptemier degré entre x et jr, et le» 

' "~- . dy* ôx 

Sciens différentiels -r- , -t- » et dans lesqueBes les coefficient M , N, 

'^tc. , sont des fonctions de k yariable iad<^Qdante t j on peut écrire 
"^ i ces ë^ations : 

~ "^'^ (My -f- Nx)d£ 4- Pày + Qdx= Tdtj 

{My 4- N':r)dt 4- P'dy + Q'dx =t Tàt , 

« 

— "~ <*on multiplie la seconde par une fonction det, et qa'on ajoute les 
nltats, on obtiendra 

—• ^ ;M4-M%4<N4-N'd)x;]d«4<P+^ô)d>4-((^Q'ô)da: = (T+T'ôjdrj 

■ ""^ ^ représentant les quantités qui sont entre les parenthèses par «ne seule 
:tre, cette équation peut s^écrire ainsi : 



it — n en tire 



TZA. XI 



^— -L^ 



Brdt H^ Kxdl 4- R^ 4- Sdx =a Tdï ; 

H(^r + gx)af4-»(ar4^|d:;:)=:Tdr...(l57)> 
iqaation qui sera de méno^e forme que Téquation 

dy4"Prd« = Qdjc.;.(i58)> * 

que nous ayons intégrée art. 385 , si 

|>arce qu'alors en faisant 



y 4?" 5 «=«•«• (ï^)» 



réquation (i5^) deviendra 



ou 



.^> 



Hzdï 4- Ris = Td> , 

T 
R- — IV 



H ■ T 
d« 4- f ^< = s*!'. • •(161) } 



Si 
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et Ton ^t que cette eqvaiion eit de même forme que r^nation (i5d)| 
|nutqoe s- «t «• sont Jet fonctions ie la TarîaUe indépendante (. 

453, Pbor satisiaiM k l^natioii (iSq), il suffit que Ton ait 
M en ciëauaDt k dUEemicialioii indiquée , d'après ràrtide 14 » on trou' 



Tcni 

gdjr + jrd.g=: j-dx; 

poar qiM octtaifqiiation soit satisfaite, il fant, en gcneVal , qne les muhi' 
plicaienii de dx soient égaux, et que, par con*cquent, le terme.. « 

r .d.g soit nul j c'csl>lhdire ^oe Vou ait 

jj=j, ^j|S=o...(i6a). 

On remettra dans ces «équations les . valenn des ttpfessions K , H , S 
et H, et ayant ffirctuc la difiV renciation ipdiquée « on climmera 8 ren- 
fermé dans ces cquations, et Ton aura la relation qui doit subsister entre 
•les cocfficiens, pour que Féquation de condition soit satisfaite. 

454*Ban*lc cas oii les coejficiens des premiers membres des cquâtions( 1 56) 
■ont constans, la diffcrcniiaJle tienne constaix^te €tant égale h zéro, il ne 
reste que Ja première des t'qliatibns (|6a) ; elK* suffira pour déterminer 
le facteur 0, qurâlors sera constant paisqu^il i»,era ésal à une fonction de 
constantes. En remettant poor K. , H , H , S leurs valeurs , on a 

et eu faisant évanouir les dénominateurs^ on voit que 9 doit èirt déter* 
miné par une équation du second degrié ; i{oinmant 6' et d" ces valeurs 
de 0, et supposons qu^aprèa-lcs avoir Inb^tituées successivement dans 
Inéquation (161) les cocfficiens de tôt et de dt deviennent , dans le premier 
cas^ p' et 9'>*et dans le second p" et q", on aura 

dfc -f-p'zdf xc «;'df , 
dzr^p''zdtzBq"dt'j 

inU'grant diaprés la formule (90) , page 277, on trouvera 
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Où substituera dans ces Tiikurs «elle 4e t , tirée de réç[vatî<Hf (l6o) > et 
Ton aura deux équations en x , en j^ et en t* 

455. Si , Otcepié T, 17 et T"» que nous regarderons toujours cpmmé 
des fonctions de t, les coeificiens M, N» P» Q^ etCi^'sonlconstans, et 
•qu'on ait ks trois équations 

d^ 4- (My -f- Nr •^ Pz)àt r^ Tàti^ 
Ax -J- (HAy + N'x -H P'«)dt =s= T'df, 
d5 4. (My -^ N"x -f- P*'«)dt = T'^d^ 

on multipliera la seconde par une constante 6 , et la troisième pat utid 
autre constante 6' j et ajoutant les résultais^ on aura une équation que 
nous pourrons représenter par 

dy 4- ed* + fl'ds -h Q()^-fRjt -f-Sjfc)d£a* IJdr» 

Or , pour que cette équation soit de la forme 

à^-hPxdx=±Qdx^ 

ïi faut qnW regardant la fonction y -f» A» -4 Se tîdiiittié iiiM mtde ^-^ 
tiabie j^) la différentielle d^ de cette fonetitn.fiOH^Sale.id^'-Hd^H-d'ds» 
ce qui exige que Ppn ait les équations de conditions 

ê=±R,'ô' = S$ 

R et S nVtiAt que des.'fbiietions de B et de ù\ en vertu des opérations 
précédentes, il en résulte que ces équations suffiront pour déterminer 
les diverses valeurs des ^constantes 6 et 0'. 

456. Cette méthode est générale , et s'apfllique lûéi^e auk équatiotii 
différentielles des ordres supérieurs , parce (^Ue ces équations . peuvent /kt 
réduire au premier degré. Si Ton avait) par exemple, les équations 

pu plutôt 

à^x-h (M/ -h Njr)d/* ^\pfy^ Qàx)àt =t= Tdt» i «^ 
d*x^ {Wf +lN'jr)dx« + (P'dxH- Q'dx)d«=T'dr>J " * 

oaierait 
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«ten •btarfttmtqoe dl€«tcoiisuitot> cet eqiMtioiM deviendr«icfit 

dp -i- (Mr -f. N* -f. Pp + Q7)cU = Td^ 

'cet deux cquAtioot , avec les équations (i64) » forment quatre téqaation 
dn iiremier degré , aoxqneiJei on pent appliquer les procédés précédcns. 

De t intégration d^une équation différentielle du 

second ordre. 

457. La Formule générale des équations difTérentielles du 
second ordre à deux variables est 

Nous ne chercheront pas à intégrer cette équation dans ce 
degré de généralité ; mais nous allons examiner comment 
on en peut trouver Tintégrale dans des cas particuliers. 

458w Considérons d*abord Tliypothèse où Ton à 

pour intégrer cette équation on fera '^=p, ;r^= t^ » et 
elle se réduira à 



. * 

Si cette équation peut s'intégrer , et qu'on en tire p = X , 
on obtiendri facilement la valanr dey^ car Féquadon...* 

^=p nous donnant yzszfpdx, si l'on substitue daûs 
do? "^ 

cette équation la valeur dep , on àura^ =/Xdx-, mais 4 
l'équation (167), au lieu de donner la valeur de p ena:, 
donnait celle de x en fonction dep^ de manière qii'oh eût 
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x=:P en intégipant par partie» dy=zrpâx, on aurait d^abord 

mettant dans cette éqnatiion la valeur de x^ ontroi^yei^ait 

« 
45qV Considérons maintenant le cas où Fon a 

^ . dv , d*y dp 

en faisant ^zi^py on trouyerart -r^ax-L-; et en rem- 
plaçant àx par a^ valeiu: -»2. , cette équation deviendrait * 

do:* djT' 

Mettant ces valeurs de ^ et de -^ dans Féquatron (168), 
on la convertirait en 

si cette équation peut donner p = Y, on sub0tituera cette 
yalçur dans l'équation àx = r^, et Ton obtiendra en inté* 
grant. 




* c 



si au contraire^ se détermine en fonction de p, et que Ton 
ait par conséquentj^=iP, pour avoir a?, on intégrera par 

parties réqiatîon dxsr --^r eiJ Ton aura 



f =^1 ^J/'f ' c 



•i 



536 CALCUL INTÉGRAL. 

et en substituant dans cette équation la yalenr de jr , on 
trouvera 

et ajant intégré j on éliminera ensuite p au moyen de l'équa- 
tion^ =?• 

460. Lorsque l'équation (i65) ne renferme avec-r^, que 

Vunedes trois qujmtités^i x et^, nous avons , dans le 
premier cas , 

£ilsant ^ = P« ^ P^ conséquent 3^ = j^» ^^ 8ii]|8ti- 
tnera ces valeurs dans Téquation (169)^ et Ton aura 



/(f.©=- 



On tire de cette équation 

dp -4 
g==xP..,(i7o), 

et par conséquent 

*=5r -^...(171), 

D'une autre part ^ l'équation ^ =^ p nous donne 

jr = /pdx; 

et en y substituant la v^jta: de dx, donnée par l'équa-* 
tion (170) t on obtient 



• J^==/^-Ci7«ï^ 
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Lorsqu'on aura intégré les équations (171 et 17»), on éli- 
minera entre elles la quantité p , pour avoir une équation 

une fonction de x ^ on a 



multipliant par dr et iatégraat > on trouT* 

g = /xdx4-c,. 

représentant par X' Vintégrale indiquée dans oélt^ équa- 
tion , on a ' - ' > K 

% = ^' + C: • 

multipliant de nouveau par àxy et \ptég[^iQt^ 00 obtienf 

yzszfXàx + Cx + C. 

469. Eofin, JoMqufB^ est dowS ei) fonction dey, ij 
8*agît d'intégrer Téquatîon 

dx* 
Pour y parvenir, on fa multipliera par âdy, ce qui doxinera 

le premier membre étant composé comme la différentiel]»' 
de x% on trouvera^ en intégrant^ 
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et en tirant la Mcine carrée , on obtiendra 



P=V^C + afYdyi 



dx 
d'où Ton tirera , par une nouvelle intégration y 

+ c. 






a/Ydy 

Des équations différentielies pactielles du premier 

ordre, 

465. Une équation qui subside entre des coei&ciens dif- 
férentiels , combinés, selon le cas, avec des variables et 
des constantes^ est, eç général, une équation difFéren- 
tielle partielle , ou , suivaiit Tancîenne dénomination , est 
une équation aux différences partielles. On a appelé ainsi 
ces équations , parce que la notation des coel&ciens dif- 
f érentiels qu'elles renferment indique , comme nous Tavons 
vu art. 59 , que la différenciation ne peut être effectuée 
que partiellement , c'est-à-dire en regardant certaines va- 
riables comme constantes^ Cela suppose donc que la fonc- 
tion proposée ne contienne 1[^ qu'une seule variable. Pour 
plus de simplicité, nous nVn supposerons que deux , et nous 
considérerons d'abord les équations différentielles partielles 
^u premier ordre , qui sont ceUes 'qui ne* renferment qu'un 
ou plusieurs coeiBciens différentiels dju premier ordre. 

464* La première équation que nous commencerons à 
intégrer est la suivante : 

d5 
dx 

Si ; contce notre hypothèse , z au lieu d*éti:e fonction de, 



EQUAT. DIFFÉR. PARTIELLES DU 1*' ORDRE. Ssg* 

detix variables x et y, ne contenait que x, on aurait une 
équation différentielle ordinaire qui, étant intégrée , demie- 
rait z 2= ax + c ; mais , dans le cas présent « z étant une fonc- 
tion de 07 et de y^ les y renfermés dans z ont dû disparaître 
à la différenciation, puîsqu*en différenciant par rapport à 
3p f ' nous avons regardé y comme constant. Nous devons 
donc en intégrant^ conserver la même hjrpotfaèse, et sup- 
poser que la constante arbitraire est en .général une fono- 
tion de y ; par conséquent nous aurons po^r Fintégrale de 
réquation proposée, 

£ = ax -f- çy. 

4S5. Cherchons encore à intégrer réquation différent 
tielle partielle 

• dz _- 

dans laquelle X est une fonction de x;*multipliant par djù 
et intégrant , nous trouverons 

z = /Xdr -|- py» ♦ 

466. Par exemple, si la fonction représentée par X^ 
était X* -f- a*, Tintégrale serait 

z^^z'^+a^'x + çy. 

4S7. bn ne trouvera pas plus de diiEcnlté à int^rer 
réquation 

-et Ton aura , ' 

zz=zYx + çy^ 

468. On intégrera de la même manière toute équatiea 
dans laquelle j- égalera une lonction de deux variable» 
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« ^y* Çi Toa «1 p«r exemple, 

de X 

*«?~ V^cy + i?* 

fn regiardant y comm« constant, on intégrera d*après l'ar- 
ticle 97 1 , après avoir multiplié par dr; et en nommant fjy la 
ç^M^t^te qtiCw doit ajouter «^ Tintégyrale it on aura 

469. Enfin, si l^n yant intégrer Téquatioa 

, àx 

éz= — => 

V/jf* — oc» 

en regardera too)ou9 jf comme constant, et Ton anrai ar<- 
tide 074, • 

«=sarc(8În=p + 4y. 

470. En général, pour intégrer relation 
, , d»=xF(xjr)dx, 

on prendra Tintëgrale par rapport à x, et ajoutant ensuite 
une constante fonction de y , pour la compléter ; ou trouvera 

471* D'après ce quî précède ; on voit qu*à part l'hypo- 
thèse de l'une des variables constaQte, et de l'introduction, 
dans l'ictégrale, d'une constante fonction de cette variable^ 
on suit le même procédé que daus l'intégration des équa- 
tions dififérentielles ordinaires. 

47a. Considérons n^intenant les- équations différentielles 
partielles qui contiennent deux coeificiens différentiels du 
fSfgiiex ordre ; et soit l'équation 
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dans laquelle M et N représentent âe& fonctions dooniet df 
X et de^i; on en tire 

d« Mdz 

substituant cette valeur dans U| formule 



àz=-^àx+^iy...ii7'^. 



ds , . ds 

qui n*a d*autre sens que d'exprimer la condition que z est 
fonction de x et de y^ on obtient 



X 



^=^T*(^^S*^-y)' 



ou 

, àz Ndx — Mdy 

Soit A le facteur propre à rendre Jïd» •«• Mdy ww ^tiff^reA^ 
tielle ^exacte d$ *, nous aurons 

A(Ndj? — Mdy)=d^. . .(174). 

Au moyen de cette équation , x^ous élimij)çrpii« JN^dyp— >Mdy 
de la précédente y et nous obtiendrons 

j 1 ils j 

dz 
Enfin^8i^onr^|Qapqneqllela▼a}ftlrde^ n*est point déter-* 

minée , on peut la pra^df^ tella W« JJî g^ ^ pttiwe«^iii*é^ 

grer, ce qui exige çne ^^ soît une fonction de^; car on 
sait que la différentielle de totite fonction donnée de s , ddt 



^ 
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ètn de la forme Fs.às. Il suit donc de là qnon doit ayoir 

1 d«_-, 

éqoation qui changera la précédente en 

dcssFj.dr; 

d*où Ton tirera 

• x=sff. . .(176). 

473. Si Ton intègre par ce moyen Féquation 

d« d» ^ ^. 

nous avons dans ce cas Mr=s— -^^ N = x, et par consé- 
quent réqaation (174) deviendra 

as = Ji(xàx + J'dy). 

Il est visible que le facteur A^ propre à rendre intégrable le 
second membre de cette équation^ est a. Substituant cette 
valeur i a et intégrant^ on a 

mettant cette valeur dans l'équatioB (1 75} ^ nous aurons pour 
l'intégrale de l'équation (17^)1 

474- Soit maintenant réquation 

dans laquelle P, Q et R sont des fonctions des variables x, 

O R 

j^ et &; en divisant par P ^ et en faisant ^ ==: Mj p^ =N >. 

^oxa pourrons la mettre sous cette forme : 
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tX en faisant -|- =:p, -r- = ç, elle deviendra 

p + M^+N = o. . -(179). 

Cette équation établit une relation entre les coefficlens p et 
H de laTformuIe générale 

sans rette relation ^ p etq seraient entièrement arbitraires 
dans cette formule ; car , comme cela a déjà été observé ^ 
islle n*a d'autre sens que d'indiquer que z est une fonction de 
deux variables x et y, et cette fonction pent être quel- 
conque ; ainsi ;^ nous devons re^arder^ dans Téquation (180), 
p et q comme deux indéterminées ; éliminant p au moyen 
de l'équation (179) V nK>us obtiendrons . 

d« + Nie 7= q (djf — Mdr). . . (181), 

«t q restera toujours indéterminé ; mais l'on sait (voyez 
la noie secondé) que lorsqu'une équation de ce genre, a lieu , 
quel que soit q^ il faut que Ton ait séparément 

da + Ndr=5;o, d^ — Mdr^o: . •(i8fl), 

475. Si P, Q et R ne contiennent pas la variable z ^ il en 

sera de même de M et dé N; alors la seconde des équa-* 

tions- (18a) sera une équation à deux variables x et y, et 

pourra devenir une* différentielle exacte à l'aide d'iin fac** 

teur A, de sorte qu'en appelant di cette différentielle exacte^ 

nous aurons 

di= A(dy — M dàr). . .(i83). 

» 

Tirant de cette équation la valeur de dy — MdjC) et la sub- 
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ithtiant, ainsi qne celle deq, dans ré<piation (181) , nona 
troaTerons 

d»:^^.- — Ndx* . .(i84). 

D*one antre part, l'équation (1 83) , qui ne contient dans son 
•econd membre qne des x et des jr^ étant intégrée, donnera 

• 
la valeur de y, tirée de cette équation > étant mise dans 
l'équation (184) > en rédnÎFa le second membre à une fonc-» 
tion des variables x et s. Latégrant , par rapport à x, d'après 
)*art. 470 , nous appliquerons le yigne d'intégration au terme 
qui contient la différentielle dx, et ajoutant une constante 
fonction de Tautre variable # , nous aurons 



» = — /Ndx + ^j. . .(i85). 

47?* Pour donner tm «xeaqpk de cette intégralioB , pre» 
Bons l'équation 

OZ . Az y 

nous avons, dans ce oas> 

X se 

la valeur Ûè M ^Càat safaititaée 4ans lëquatioft (i83) , la 
changera «n 

d5f=A(djr-^ddr), 
ou plutôt exi 

équation intégrable «if on fait As=- , art« 19» ce qui 

X 
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donnera 

4 X 

cette valeur de s et celle de N , étant substituées daos Téqua* 
tion (i85) , on obtiendra 

OU plutôt , 

477. Dans le cas plus général, où les coefHciens P, Q , R, 
de Féquation (1 77) , contiennent \es trois variables jc, y, % , 
il peut arriver que les équations (18a) ne renferment cha« 
cune que les deux variables qui sont en évidence , et que , 
par conséquent, on puisse les aaiettre sous If^s formes 

àz =/(a?,z) dr sfi o , djr = F(x,^) dr. 

On ne peut intégrer isolément ces équations, en écrivant» 
comme dans Fart. 470 , 

car alors on voit qu*il faudrait sup^ér 's t^onslant dans Ta* 
première équation j. et y constant dans la seconde; hypo- 
thèses contradictoires , puisque Tune des trois coordonnées 
x^ ji 2, ne peut être supposée constante d4|pi la première 
équation sans qu'elle ne lé sôit dans la fi(econâe. 

478. Yoici donc de quelle manière ônintégfera les équa- 
tions (18a) , dans le cas où elles ne renferment chacune que 
les deux variables qui sont ^ évidence : -soiieçt/^ 'et a Its 
facteurs qui rendent les équations (18a) des différentieUes 
exactes ; si'nous représentons ces diSerentielles pardU et par 
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dV . nous anront 

«B moyen de ces valeurs^ Téquation (i8i) deviendra 

dU:s=ç^dV...(i8Ç). 

Comme le premier membre de cette équation est une difFé-^ 
lentielle exacte , il faut qu'il en soit de même du second , ce 

qni exige que f - soit mie fonction de Y; représentant cette 

toncdon parfVi Téquatioa (i86) deviendra 

dUs^^V.dV; 
dfoA l'on tirera, en intégrant, 

479> Prenons pour exemple Téquation 

'étant écrite ainsi : 

dit xd* g 

, on la comparera à Téquation (178) ^ et Ton aura 
, ■ ' M = î. N=.-^; 
au moyen deces valeurs ^ les équations (iSa) deviendront 
dz— -dxcs'o/ dv— -dx = o; 

et en faisait évanouir les dénominateurs^ on aura 
xdft— 'zdxsso^ j^dy — xda7 = o. 
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Les facteum pfopres à rendre, ces éqoatîoiïs iaté^ables, 
âont-;^ et a ; en les éuhatitilant et en inté^aot , on trouye 

. ety*^^:t* pouMéil iotégraleà ; nféttant àcfàt «es yaleafs 

*»» « • • . 

à la place de U et de y, dans Téqpatidn U ±soY^ noqs 06- 
tiendi*6ns^ pour Tintégrale de la proposée^, 

4Soi li est à Remarquer que 91 l'on jeût élîfnii^é g^u Heu 
de p, les équations (1 82) eussent été remplacées par celles-ci : 



•> > . • 



Md* + Nd^=Oi dj — Mda?=ro..\(i8j) •,.... 

et comme tedt ce que nous ayons dit d^. équ^ations (183); 
^eut s'appliquer à celles-ci , il s'ensuit que , dans le cas où 
la premi^e deà équations (1^2) ne ^eraSt pàs^lniegràHe/on 
a le di'oit de remplacer ces équi^ion» par le système des 
équations (187), ce qui revient à employer la première 
de^ équations (i87> à \sL place de^ la première de* éc(tia*^ 
tiens (i8â) , alors .on yerra si l'intégration est possible; 

481. Par exemple^ si l'on ayait 

. : r. .. . da - s.' ■ "diç: , . •--' ..'. - . . : ■ . 



). 



cett;e.éqpatipn , diyisée pari» et eomparée àféqu^tiôli (178)/ 
. nouS' donnerait 

a az 

■ •' • - . . . ' • ; 

f^ conséquent^ les équations (tSd)' deyîefidraîént 

'- ' ■ ' • ' 

SÂ+-Jt dorsao, dy+ -d:p'==sor' 

lia 
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«t eadMlsant Uê dénonÛBAteÉrs i on tticaîl 

%àp[màè(Btétte$iqml6oohH^ eolit!«b| trots yadables» fie 
ponyant «'intégrer inimédîateinenty nous U remplacerons 
par la Crémière 'des équàtiohâ (i^^)» «t nous aurons, iiu 
tieo des équMAùîiB (t ^) ', teel)es-ci : 

— - d» + 2Ldy ==;ô, fldy + xdx = o;- 

supprimant -comme facteur commun dans !a première de 

ces équations » et multipliant Tune par az et Tautre par a , on 
trouréM ' - * 

^ipia^ûma qui ont pour intégrales 
. lou Taleun étant mises à Usplace de V et de Y, on aura . 

■ 

48a. Remarquons que la première des équations (187) 
n est autre chose que le résiAat de Télimination de dx entre 
les équations (1 Sa) • ..■-'* 
En général , on peut éliminer toute variable renfermée 
^ daAl-lfeè téëJIîictélJÉM^ ëh'uh Aiot, conMhér d'une 

manière. quelconque ces équations; si, après avoir e^t^cnté 
ces opérations , qp ôb^lrt deu^ intégxides représentées par 
U = a et par Y ^b, a et & étant deux constantes arbi- 
traires^ <m..eQ jpourra toujours coai^lurç que l'inté^^le est 
U =^y . En effet , puisque a et 6 sont deux constantes arbi- 
traires , ajrant gns/& à vpl^nté , on pe^t composer a en & 
d'une manière quefconque ; ce qui revient à dire que l'on 



ÉQÛAt. DIFFÉJ^. PAJITIÊUJEÀ DXf 1« ORDRE. 350 

41 la £icaUé d^ ^tQndte ço\^r à'imp fonction ^arlpi^dlre ^lePj^. ; 
cette condition sera exprimée par Téquation cl = ^ j^ni^t^ 
huitième) 'y par ci&B8éi{itônt;> noits/ fliurons les équations 
', V^tpbyV =±b, dans lesquelles x,^j ep.^ t^^^s^ptfiX ii^ 
tnêmes coordonnées; si Ton élimine b entre ces équations^ 
on obtiendra U 1= oV'.' ^ ' "^^ " 

• 

On petit eaoof^ abBBTterqtiei06tte:iqtiatinÉ a!Miyjdîti4U!eii 
faisai<t Y^r±b^ (m doit é^e9tiVan4^if'iL4QUsÙmtei;^o'iûit^» 
dire <{ii« fJ'^t ^'«int^iûo^tMisleâ iiiôÉid(tiÉpp8/jéan»jqtia'4i 
et 6 depettdeaÉ rQtt.^'f^ùtàe>4puiaqti6>]a'j^ f\Bètaâ^ 

bitrairç. *.Or^ e^^A .piéoisénptent ià ' tfoçiQdos i ^qnè hioib '\eât 
donnée par les équations U = ^ et V = 6» . \. . o-, ■ 

483. Pour donner une apprticalôcfn' ïte ^ ëié^è^âié;;^ st>it 

dz ' [ ' [dt: 
dd? ^dy 

Après avoir divisé par zx , npuâ coâiparerons cette équation 
à l'équation (178) , ce qui nous'dn^ïD^td'^ ^'' '^ ■';iî > ^ ■ '^ • 



'^X^^-^^AZ^y" = ^- • ^ro^ :} -^rr . 



M = — ï-, N = — ^, 






etles équatioii8 08îf)âevieadfbki« . '• j - 



i: 1 .î 



ds — i-djcrrrb, dy -f--2. dx = Û , 
ou 

la ïf çîpiàr^d? ^ç^.é8H^ipn?^G<;yM:en4p^ Jxxjîs vipf^blç? , nmh 

ne chercherons pas à Vintégre^r .çn ,cfi!t ,çlat ; mais g^ ^*ojq y, 
substitue la valeur de jrdjc, tirée de la seconde, elle acquiert 
un facteur commun f^jjiç, .^tant^j^^faié , la réduit i 



.> 



4 t * ■• 19 



et i:oii,^'qu'ei| i^.^jljjipli^t j?^.^^ :41e. 4^vieçf iq^;j 

as . . 



\ 
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grablè* ï^âutre équation rétànt aossi, on trouvera, «n IfS 
intégrant, 

ffoù l'on conclura que 

484. NooB terttineroûâ oe qne nous avons à dire sur les 
équations diffirentieUes XMUtielles du preouer. ordre , par la 
•olutnm de ee problème : Une équation qui cotUent wie 
foncùom arhitruire iune ou de phisiturs variables étant 
donnéB\^ trouver t équation différeatieUt partie qui l'a 
produite. 

Supp^çn^ donc que Ton ait 

»=:F(x*+y); 
nous ferons 

et notre équation deviendra . 

ia différentielle de Fu devant être, en général » une fouctio» 
de u multipliée par du ^ ^ous pourrons écrire - 

' d£ = fud{i; 

si nous prenons la différentielle de z, par rapport à x seu- 
lement, c*^trJhdire esi regardant y comme une constante , 
nous devrons prendre aussi la différentielle de u dans la 
tiiêine bypotlrèse j par conséquent, en divisant par dx réijaa'* 
tion précédente/ nous aurons 

- : • t ' f . . . ■ 

d* ^ du , . 

si nous regardons ensuite x comme constant, et jf comme 
fa(^iable> nous tfouvetous, par un procédé analogue^ 
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du du ■ - "" 
les yalenrs des coefficiens diiFérentielâ t~ ^^ T* » ^ entrent 

dans les équations (190) et (191), s*obtieAdront en diffé- 
renciant successivement l'équation (189)^ par rapport à x 
et ky, ce qui nous donnera 

au du 

Bubstituant ces valeurs dans les équations (190) et (191) 1 

nous aurons 

àz àz 

^=ax(pu, g^raflj^^w; 

éliminant ^u entre ces équations , nous trtayéroiis enfin 

dz dz 
•''dx"^^'^ 

485. Prenons encore pcrur exemple Féquation 

a* + iiiox= F(x-— ^); ^ 
faisant 

cette équation devient ' - - 

. . . z* + aar =Fu; 
et en dilE^renciant. on a , ' 

prenant, par rapport â .r> radtlFéiçeQtielJe indiquée, noits 
regarderons z comajke variable » A vertu de x qui y est con-* 
toçu I et divisant par dx , nous aurons 



ds ^ • -du. ' .j . -^ 



J. V 



opérant d'une manière analogue, par rapport à y, en regar^ 
dant z comme une'&nedûA qni M varie, qu'à cause de y^ et 
divisant par à% nous trouverons 

pour éliminer les coeillciens <Kfléfeiitieb de àu^ féqna-* 
tion (19a) nous donne 

Sk , dcf * 

substituant ces valeurs dans les équations (ig?) et (194) * 
nous auroiis 



di *+•«•"•«» ••?;;'*'-♦"*. 



d« . ,^ da 

• » 

éliminant f u entre ces ^^g^Atioxls ^^us obtiendrons 

■ . • •• i - 

f)es équations diffëi^entieUes partielles du second 

ordre. • , 

48G. Une équation différentielle partielle du second ordre , 
dans laquelle 9 est une fonction de detix vktMbles le^Xy^ dovt 
toujours contenir upou plusieurs . des coefficiens difieren- 

^®^ 35* 3^* T--^i^jifdépendaimmçînt4esçoefficiens dif- 
férentiels du premier oforè qu'elle ^éttf iH^nféMier. - 

487. Nous nous bornerons à intégrer les pins simples^ oc^ 
équations dîfF^Qtî^lles' partielle^ du second ordre > et nous< 
commencerons par celié^i : ^^ ' 
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*•« 

multipliant par dxj et intégrant par rapport à x, nous 

ajouterons à l'intégrale une constante arbitraire fonction d« 

y, «t, nou3 ^M^'ons 

dz 

multipUant de nouveau par <la?> e t d é si gn ant yv i{^ une 
fonction de y, qu'on doit ajouter à l'intégrale^ nous trou- 
verons 

488. Proposons-nous maintenant 4flQlégrcvl'éfÉattMKi.: 

d«^' '^ ' ^ ^ ^ ^ •'•• • 

dans laquelle P est une fonctioii ib OP ^t de^; en opérant 
comme dans l'intégration précédente ^ jcious trouverons d'a^* 

bord 

j_ ' -.'11' 



V> 



\ine seconde intégration nous donnera 

489, On intégrerait 4e h i^im 4oamirç 

' ' * » 

et l'on trouverait 

* =/C/Pdy4-f x3dy + 4.0.-. 

490. L'équation 



'f \ 



'.■:. " 



« « 
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^'intégrerait d'abord par rapport à l'une de^ yari^bles, et 
ensuite par rapport à Tautre , ce qui donnerait 

s ==jflfMx + ^] dy -f- fx. 

^i. En g&iéral, on traitera de la même manière l'une 
des éqaations 

4 

dans lesquelles P, Q» B. , etc. ^ sont des fonctions de x et 
de y, ce qui donnera lieu à un suite d'intégrations qui intro- 
duiront diacone une fonction aifbiitiaire dans l'intégrale. 

49s* Après les équations que nous venons de considérer^ 
l'une des plus faciles À intégrer est celle-ci : 

par P et pa^ Q nous désignons toujours deux fonctions de x 

àz 
et de^. Faisant j- = u , nous transformerons cette équa- 
tion en 

Pour intégrer » nous regarderons x comme constant, et alors 
cette équation ne renfermera que deux variables j^ etz^, et 
sera de mênie forme que l'équation 

dy-4-Pydj; = Qdr. ..(196), 
tr^tée ajTt. 385 , et dçnt l'intégrale , page ajj, est 

y ^ e-^^Uqe^^^ 4- c}. . . . (.97) ; 
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comparant donc les équations (i95) et (196) , noua aurons 

y = u, x=y\ 

substituant ces valeurs dans la fitxrmule (197)» et diaugeant 
G en f X ^ nous obtiendrons 

àz 
mettant cette valeur de u dans l'équation -j- =if^ mul-^ 

tîpliant par d^, et intégrant ^ on tçouye^'a 
493. On intégrerait par le même moyen les équations 

4ans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x ^ et i 
cause du diviseur àxdy, on sent que la valeur de z ne 
renfermerait pas des fonctions arbitraires de la même va« 
riable. 

JDe la détermination des fonctions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales des équations diffé^ 
rer^tielles partielles du premier ordre. 

' 494- Les fonctions arbitraires qui complètent les inté- 
grales des équations différentielles partielles, doivent se dé- 
terminer p^r des conditions' qui tiennent à la nature des 
problèmes qui ont donné lieu à .ces équations , prob^lènies 
qui la plupart appartiennent à des questions physiço-mathé^ 
matiques. Ne voulant point nous écarter de ;io^ sujet , 
nous nous borne^oos à des considérations purement ^];ialy- 
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tiques» et aons ebercheroos d'abord «jnelks umt le» cond»- 
tioDS renfermées dans Féquation 

4^5. Dès que z tst une foDCtion de x et de jr, cette éqna-^ 
• tion peut être regardée comme ceHe d'une surface. Cette 

surface > d'après la nature de son équation, jouit de la pro- 
priété suivamte, V^^TT ^^^^^W^^^^^^^^ une quantité con- 

Tig^ 87. stante. Il suit de li que tonte section EF (fig. 87), de cette sur- 
face faîte par nu plan CD » paiànèb i celui des x^^^ est une 
h'gne droite. En eifet» qtielle que soit la nature de cette- 
section , si on la partage en un nooJke infini de payt$esjviin% 
mfm', fnTirT, etc., ces parties, tu leur peu d*étendue , pour- 
ront être regardées c#nme des Jigois droitei^, et représen- 
teront les élémens de la section; l'on dé ces élémens mwT 
faisant, afree use pamllèl» mts a Taxa dfs ^Sbmme», nn^ 
ang)e dont la tangente trigofieffiénrîquie «fH r^n^aorée ^mt 

-p , comme cet angle est constant, il s*ensuit que tous le» 

angles m^mn , m'm'n\ m^m'^n'f etc. , formés partes élémens 
de I4 courbe, avec des* parallèles mn^ mV, mV, etc. , ^ 
Y axe des abscisses > sejront tous é^ux; ce qi^i prouvé que 
k section EF est une ligne droite. ' 

496. On parviendrait au même résultat en con^dé^t 
nntégTf^e de Téquatioix g- zfz 0>qpe mv» «ons wn étr»» i 
•art. 4^4" ^ 



car, pour tous les points de là surface qut sont dans le pti 
CD, roidonnée est égale à uiîe constante c / rq>résênt6e 
^- ^7- dans la figure 87 , par AB ; remplaçant Ame ^jy par ^> et 
faisant ^c = C, Péquation (199) devtea&a 
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a =i= lijî + C. , . (20b) ; 



5f7 



eetté équation étant eeUë^ d'une droite , ap|»artiendia À la 
lectsoi» ËF qui, par contécpieat, sera une droke. 

497* ^ même diose* ayant fien par rapport aux autrea 
plans sécansi j qu^on mènerait parallèlement i œlm des x^z, 
concluons qu:e tons ces plians couperont la surface suivant 
des lignes droites , qui seront parallèles, puîstjrfelfcs forme*- 
ront chacune , avec tme parallèle à Taxe des ar, ua angle 
dont la tangente trfgoiiométiiqu© sera^. 

498. Si maintenant nous feisons a: = o , Téquaitîon (199} 
se réduira â a = fy, et sera celle d*uilé courbe GHK tracée 
sur le plan desj,z', cette courbe renfermant tous l'es points de 
la surface , dont les coordonnée^ sont i=o , rencontrera la 
plan CD enun ppînt jn (Eg, 87) , qui aura pour l'une de ses 
coordonnées a: = ô; et puîsqu*bn a aussi j^ e= AB =2 c, la troî* 
sième coordoniîée y en verti} da Véquatioa {Qqq), scia «csC, 
valeur représentée dans la Egure par Bm ; ce ^e nous di- 
sô^âf dil'pkn €D ijpdiviaaii s:appMquei; 2. taus^'les. astres 
plans qui lui sont parallèles', il en résulte que par tous Içs 
points de la courbe dont z:=fy est Tequation , et qui est 
tracée sur le plan des^^z., partiront des droites parallèlee à 
r^e des X". Voilà toiit çe^que nous <B$ent les équations (198) 
«t (.199); et comme cette condition est toiij ours, remplie , 
quç^e que soit la figure de la courbe dont z ^=zÇff est 
réquation ^ oa voit que cette courbe est arbitr^re, 

499* U sait de ce qui précède , que la. courbe GHK , dont 
%:àsify. est l'^uj^ion , peut être composée dVcs de diiTéf 
i^ent^s ceui)»es ^ quisa joignimt les uns. aus autres (^) , comme 



H i Éil f I 1 1 1 1 1 



Il » « H 



i^f-^ 



i^Qlk&i ^«nanicte^uela.pseniière donnei'a la valeur d'une variable x , pajr 
^eiçplç > depuis x=:a jusqu'à x ss ^ j la seconde la donnera depuis vzs:, h 
pisqù^it x^Ç; etainsî d«^il^, # * 
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daiu la figpre 88 , ou qui laissent entre eux des interrup- 
tions, en certaines parties , comme dans la figure 89. Dans le 
premier cas J la courbe est discontinue, et dans le second elle 
est discontigoë. On peut remanpaer que dans oe damier 
Ttg. ^ ft0^ deux ordonnées diSërentes PM et PN (£g. 89) corres- 
pmdeot i la même abscisse AP; eofin , il est possible qu^ 
sans être di^çontiguë , la courbe soit composée d'une suite 
infinie d'arcs infiniment petits , qui appartiennent chacun à^ 
des combes différentes ; dans ce cas , la courbe est irrégulière 
comme seraient, par exemple , des traits de plume que Ton 
tracerait au hasard ; mais de quelque manière que soit for- 
née la courbe dont Féquation est 2=:^, il suffira pour 
construire la surface , de faire mouvoir une droite toujours 
parallèlement à elle-même , avec cette condition , que son 
point m parcoure la courbe GHK dont z=z(py est Téqua^ 
tion, et qui est tracée au hasard sur le plan des jr,e. 

dz 
Soc. Si, an lieu de l'équation -pcsa, nous avions 

celle-ci : -p = X, dans laquelle X fût une fonction de x, 

f^' ^' alors en menant un plan CD (Gg. 87) , parallèle à celui 
de; 3e,z, la surface serait coupée suivant une certaine sec- 
tion £F, qui ne serait plus une ligne droite , comme dans 
le cas précédent. En effet , pouf tout point m\ pris sur 
cette section , la tangente trigonométriquetde Tangle n'm'm." 
formé par le prolongement de l'élément m' m" de la section , 
avec une parallèle à l'axe des x, sera égale à une fonction 
X del'abscisse x de ce point; et comme l'abscisse x est dif- 
férente pour chaque point , il s'ensuit que l'angle nfn/mf. 
sera différent i chaque point de -la section , cç qui nous 
montre que EF ne sera plus, comme précédemment, une 
ligne droite. La surface se construira de même que dans 
le problème précédent, en faisant mouvoir la section EF 
parallèlement a elle-même, de manière q[ue son ^int nk 
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toucbe contintielkmènt la courbe GHK dont l'équation est 

5oi. Supposons maintenant que, dans Téquation précé- 
dente, au lieu de X = o , on ait une fonction P de or et dç 

j^îTéquation jp=P, contenant. tf ois variables ,. appartien- 
dra encore à une surface courbe. Si nous coupons cette sur- 
face par un plan parallèle à celui des ce, z, nous aurons 
une section dans laquelle y sera constant ; et comme dans 

tous ses points , -r- égalera une fonction de la variable x , il 

faudra donc, ainsi que dans le cas précédent, que cette section 

âz 
soit une courbe. L'équation ^=P étant intégrée, nous au- 
rons, pour celle de la surface , 

- ' ■t' - • i . 

sî dans *cettè éqiiatîon nous- donnons successivement à y le^ 
valeurs croissantes y, y'^i y^; y^\ etc. , et que nous appelions 
1^, P", P*, P*^, etc. , ce qué'deTiëht alors la fonction P , nous 
ànrbûs les équ^tibn^ 

«=/P'da?+^y, «rzr/P^dr+^y . ^ 

a=/P"'dx+^^^ *=/P^dx+ç)y'^etcJ-:-;t^''':^^ 

et l'on voit que ces équation» appartiendront à des courbes 
de même nature, mais différentes de:forme, puisque .le» 
valeurs de la constante j^ n'y sont pas leâ m^ia^s. Ces courbes 
ne seront autre chose que les sections de lasu^&ce.par ^és 
plans |)arallèles à celui des x,^, et , en. rencontrant le plan 
^es y^z , elles formeront une courbe ^nt l'équation s'ob- 
tieddia eri égalante zéro la vale^idet xd^ns celle de U^sur- 
foce. Appebns/Pdx, ce que devient Y; djMis.e« cas, nous 
aurons 

' « 

«t Vm voit qti*4 (^«uie de 4)y, la coturl^ev détavnniff psr 
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cette éqoatioD^ doit être arbitraire; ainsi, ayaat tracé à 
P%. sa volonté (fig. 90) la courbe QKS sur le plan des^,^, si 
nous veprésentoBS par RL la section, dont £=/Fdx + ^ 
cbt réquation^ on fera mouToir cette section , en tenant son 
extrémité R toujours appliquée à la courbe QRS; maïs de 
manière que , dans ce mouyement , cette sectioii RL praiiie 
les formes eooeosiTes déterminéet par ki 4fi<ttions (aoi) ^ 

«t l'on eonetruira la surface à.laqudle appovtieadsa l'é^uj^ 

àsk 

tîon ;7-- = P« 

dx 

5oa. Cousidérons enGn Inéquation gëiwvale 

• « 

dont l'intégrale est U =^V, art. 48^* ^^s que notis avons 
U = o et Y = fr , ces ëqoatkms exisfUnt cbacune entre trois 
coordomiées > nous peuvans- \^ p^ffixler comQ&e celles de 
deux suifacea; et puisque ces coordonnées sont communes, 
«Iles doivent appartenir à la courbé. d'intersection de ces 
deux surfaces. Cela posé ^ a et & étant des constantes arbi- 
traires , «i dans U =a nous donnons i op et à ^ les valeurs 
ad et j^'j nous obtiendrons pour * une fonction de à:^ dejr' 
et de a ) qui déterminera Un point' de Ta surhcedont U = a est 
l'équation. Ce point qaelcoiiqve variepa de position ai sons 
<i«Mieaw wiccêMtiwinept < iiv eii B g s «aksn àiaiCoastaateadiî^ 
traire «(^ ce qui reviiMtâ dire qu'en lakant vaiâcr a^ sksds 
•ferot»"paiBe^'4j^«ut(aee 4001 tS-=sia «etl^équâtiDày par jm 
iiouvektt è^rtftèitie'de ^points* €e«p}e aoyBjdi8oâa:deU sxa^ 
-pouv^mt 't*appi(^uer à "y^sts i , oondiiOBB^qne la courbe d'û»- 
^ta>sêetk>n dea^ deiMc* tf&rffteei^ebtingera côotiisfteHenMbt'ifc 
^eeitioii, <É»p«iMbonêéqit«ttt4âé«rfra«na'kiHE^wéouri^rd»iB 
laquelle a et 6 pourront être considérés comme deux tfocsi- 
données ; et puisque 4a relation ac=ip5, qui lie entre elles ces 
idflpusnnid&iibéça,f.'eito«rUtraioe^ j»ii«e^ qtfejkjâéMn^'v^fi'- 



{ 
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iiiit) de la fonction ^ i^vient au ^problème ^ faire passer une 
smface par tm aawbû tracÂe arbitraireinçat: ^ > 
' 5o3, Pour motttreîr comtneïit ces sortes de 'problème* 
pebvrtit conduire ai des t?6fldîtiott« àAaIytîqbes , escatoinoxa 
tjtteBe cit la *arfaèè ddût «(Juatton est 



L f f » J i 



■ ' ^ dx ^y .. . 

iSo^ avons vu, art. 473, q^e cette éqpatîon avait pour 
intégrale 

réçiprofiijemont 4901 tire de cet^. intégrale ^ 

' . . . . i . - . . • , . . . b ' r . . • • ^ ? 

si Fcia totq^-la Bur&ce . par un plae^parajl^ 4 cd,ui .4^ 
jyr, la.8ecAoû'a«wa,p)WiJf é^«at«m; l. l:.: i-'-. yi.:.^:.:.: 

«tcm Ttpr%nt3ant per«a* la ç^Astaste Oc , pn aujra^, , 

Cette équation appartient ati cercle ; par conséquent , la sur- 
face jouirA'dft -petle fi|©pr^té^--quetout^ section £aitepajr 
an plan parallèle à celni des x^y^ sera un cercle. 

^oJ^. tîette,, propriété est Jeficorè indiquée ^âKji^qtta- 
tion (ao3) , car , en verta de Tarticle ii4 , on en tire 

ay «o 

C^re équation notfâ apprend quelà sons-n^niiMle dféît êtfe 

toujoiirs égalé à f âtbstîisse , C« ^1 «sftfe prépriété^du'^eHÈtt. 

5o5. L'équatiw («94) W AO*s d^A^'dp^ ^**^® chose, 
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ti ce n'est qne toutes les sections parallèles au plan dés xff 
•ont des cercles , il s'ensnit qne la loi suivant laquelle les 
rayons de ces sections doivent s'augmenter i n'est pas cooi- 
prise dans l'équation {ikoéfi^ ^ Ç^e , par con&éqaent, toute 
surface de réyoîntion satisfera au problème ; car on sait que 
dans ces sortes de surfaces , les sections parallèles ao plan 
des x^ sont toujours des cercles , et il n'est pas besoin de 
dire que la génératrice qui» dans une révolution ^ décrit là 
surface, peut être une courbe discontimie ^ discontiguëi ré- 
gulière ou irréguJIère. 

5o6. Cherchons donc la stirfAcéplmr laquelle cette géné- 
Ftg* 9<* ratrîce serait une parabole AN (6g. 91) , et supposons que , 
dans cette hypothèse , la surface soit coupée par un plan AB, 
qui passerait par Taxe des %\ la trace de ce plan sur celui 
des x^y sera une droite AL qui, menée par l'origine, aura 
f>our éqtiation y^siax^ A rions représentons pfu* t Fhyptv- 
ténuse AQ du triangle rectimgle AFQ , construit sur le plan 
des x,y, nous aurons 

mais t étant l'abscisse AQ de la parabole AFf, dont QMr=:t» 
est l'ordonnée, nous avons par la nature de cette courbe 

mettant pour <• sa valeur x*+ J^> H notis Viendra 

et en faisant? (a* -f" 1) ^=^ "^ » °ous obtiendrons 
o 

de sorte que la condition prescrite dans l'bj^othèse où lié 
g^ératrice est une parabole, est que l'on doive avoir 

%zsiiMi? lorsque y^szax» 
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507. Cberclioiis txiaintehant à âéterminer^ aii mojeti de 
6CS conditiona , là fonction arbitraire qui entre dans Téqua^ ' 
don (204)* Pour cet effet, nous représenterons par U la 
quantité 00^ +y^ qui est aiFecf ée du signe ^ 1 et réfjùa^ 
tion (so4) âëviendrâ 

»;=:iptJ.,.(ao5)^, 

<et Aôtts aurons les troîà équations 

• -, * ' 

Ati moyen dés deux preiniéres nous éliminerons^, eihaiis : 
obtiendrons la yiiletirde x^^tii^ étant mise dans la troiaîèxj^ej 
nous donneira 

tj . /■' : 

équation qui se téduit à 

. 

• ' ' ' 'à 

p^ ce qu on à vu qUè nous avions supposé tJCû*4" i)=?^m 5 

la valeur de z étant substituée dans Téquation (aoS)> la 
changera en . • • T 

mettant la valeur de tl dans cette équation.^ noiis trou^. 
"Verons 

V -■•.«>. 



et Ton voit que la fonction est déterminée ; substituant cette 
valeur de çÇoc^+y"") dans l'équatioif (ao4)> notta aurons 
p0]ir rintégrale Cherchée /' 

1 . . j ' ' . ' 'i ■ . . ■ . 
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éfnatkm ^^oitit de la ph>prMté rtqnue » pikiaqiie rb]rp6- 

tt=±maf." 

5o8. Ce procédé est général; car supponons qae les eon- 
ditions qui doiyeiit déterminer la constante arbitraire, soient 
que Fintégraie donne T(±^y,kysssor, Idfst^'on SLf{x,y,z):=:o , 
tfbus nous procurerons une troisième équation en égalant à 
U la quantité qui est précédée ie ç , et alors , en éfimînant 
successivement deux d^ variable» ^ , y» .^ > on obtiendra 
chacune de ces variables en fonction de U : mettant ces va- 
leurs dans Tîntégrale y on parviendra i une équation dont le 
premlef membre sera f TJ^ et dont le second membre sera une 
expression composée en U; remettant la valeùî: dé U en 
fonction des variables > la fonetion arbitraire se trouvera 
déterminée^ 

Des fonctions arbifrairos qui entrent dans les in-- 

iégrale^ de^ équations différentiMes partielles 

dusêcbndçràre. 

■.•'.. • . ' 

5og. Les équations différentielles partielles du «econd 

ordre, conduisent à des intégrales qui renferment dieux 
fonctions arbitraires \ la détermination de ces fonctions re* 
vient à faire passer la surface par deux courbes .qui peu- 
vent être discontinues et discontigues. Voixr en donner un 

d*« 
exemple, prenons Téquaticui -r-- = o : on a vu art, 4^7 » 

que l'intégrale de cette équation était 






";& dî x^y -f- >}y . , , (ao6). 

I^ff- ga* Soient Ax , Ay et Az (fig. 92) , Us' aisç?.. coordonnés ; si 

. Ton mène un plan KL parallèlement à celui des x^z , la. 

fiejptiçn de la twr&çé/ j>ar ci» ^lipln^ sera une }igne droite; 



y 
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car , pdùr tDùa les ploints de cette section j ^ étant égal à 
hp^ si ndu9 représentans Ap par use c^06taatèc> lès qu)aii« 
tités 4>y et i)^ deviendront ^ et tj« ^ et par oonsécpietit pouir^ 
tont êtte reihplacé^ par deux CQilsIaated « et &i de sott^ 

qtie réqoJBtièQ (ao^ déviiSndrÀ 

■• • . . - > 

et sëtà celte tb U dection faite par le ^an KL; 

Sic. Potir camudtre le point du oettéseetlp^rehêôbtireié- 
plaii desy,2> faisons a?=s e» l'éqiiaâon (âo6) noui doimé 
dans dette lt3rpdtliè$« > 2^=5 4"^^ ^é ^ nous indique une 
conrbe ùrnb^ traoéé sur le plan des y^i^^lX notis serait fà-^ 
tile de dénlontrei"^ coninie dans Vart. 49S» ^^ la seetkm 
tencbntré \^ courbe aitih en Un point /r^ > et cojpmé cette 
section est une ligne droite j il ne s'agit | pour en déterojiiner 
la positioii^ que de trouver Un second point i»^ leqnejl 
passe cette ligne. Poui^ cet ëfFet^ observons que lorsqtie x 
bst égal à zéro Téquatlon (206) se feduit â 

tandis que lorsque ût est égal à runîté^Ja nîenle Àjiiatidxi 
se réduit à 

faisant, éômhié précédemment^ j^ = Ap=:c> ces deuJÉ 
talents de & deviennent 

et détetminént detix points m et r pris sur la même sectîôii 
mr que nous 'avons vue être en ligne droite. Pour construire 
ces points on opérera de la manière suivante : on tracera 
àrbitraifeinent sur lé plan des^^sla courbe ûitih^ et pair lé 
point ^ > 6ù le plan sécant KL rencontk^e l'axe des j^, on éle^ 
vera la perpendiculaire prtizzsb y qai sera une ordonnée à la 
Courbe; on prendra ensuite à l'intei'seétidn liL dû plan 
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sécant et de celui des x^y , la partie pp' égale à Tuoité , et 
par le point p' on mènera un plan parallèle à celui des 
y;t^ et dans ce plan on construira la courbe dm£V ^ sur le 
modèle de la courbe amb^ et de maaiëre qu'elle soit sem- 
blablement disposée ; alon l'ordonnée m'p' setSL égaieàmp ; 
et si l'on prolonge m'p' d'une quantité arbitraire m>, qui 
représentera a, on déterminera le point r de la section. 

Si l'on prolongé ensuite , par le même pro<sédé, tontes les 
ordonnées de la courbe drt{h\ on construira une nouvelle 
courbe clrV qui sera telle , qu'en menant par cette courbe et 
par axnh^ un plan parallèle à celui des x,s , les deux points 
où les courbes seront rencontrées appartiendront à la même 
section de la surface. 

Si 1. n suit de oe qui précède , que la surface peut être 
construite , en faisant mouvoir la droite mr^ de manière 
qu'elle touche continuellement les deux courbes amh^ a!rb\ 

' Si a. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la 
détermination des fonctions arbitraires , qui complètent les 
intégrales des. équations différentielles partielles du second 
ordre revient à faire passer la surface par deux courbes 
Xpi\^ ainsi que les fonctions arbitraires qui servent à les 
construire^ peuvent êtr^ discontinues^ discontiguës , régu- 
lières on irrégulières. 

FIN. 






■ 
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NOTE'PREMIÉRE (page 33). 

" 4 * . * . • 1 

Sur la manière de trouver le développement du logarithme 

cfe x-f- h. 

Voici un des procédés employés pour tronver le lo^a- 
ritfaiùè de a; + A. On cherchera d'abord le développement 
àeloQ{l^x).de la ipanière. suivante : oâ^galerj^ lbg(i-4-A) 
â une suite de termes ordonnés s.uiyai^t les pi^issai^çe^^do 
jp, en observant préliminàirement que dans cette suite il 
. lie peut y aypir ^n .terme indépendant, de x.En efFetj, si 
oa avait, ^ , , • . îi .... 



>« * • • - > 



cette» )éqYiation dlh^ant avoir lieu ,. quel ^e spH*^ v-îKi^n i^é- 
sulterait qu*en faisant a?= o, on trouverait A == lo^ i ===0 ; 
ainsi nous écrirons 

log (i + a?) = Ao: + Bx* + C:ç^+ Di< + etc- • • • (0 5 



changeant x en z,' on aura pâréîlremènt '" " 

) • ' "H)g (i + a) =iA» +;B5&?4- €î«i^ -Hettii l ' 
/ 
.^^ta^tfurb^|ra^îre, nous {fpunions lupposef qjyjX y fil; .entre ;r 

et z la relation 






"> >• 



(i + o:)* ou 1 + 2X + x* =3; 1 -t- « •> 

tirant de cetti^ eqqatlcHi la valeur.de a^ et la substituant 
dans l'équation (1) , nous trouverons 

logti+x)'siA(ai+a;*)+K^^+^*)''-+^C(ax+xO'+ «te; 
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OU en développant et ordonnant par rapport à x, 

+4BJ -4^j +i9Cf L.(a> 

+ifiDj J 

D une autre part , la propriété des logarithmes étant expri- 
mée dans cette équation loga^=: n ioga, nous ayon^ 

log(i+«)*==alog(i+*)i 
ou y en mettant pour ; + «^ son développepient (i) j» 

lDg(i +-a:)*:?=a(Ax + Bx» + Ca:3 + «lB^)î 

substituant cette valeur de log (i -4-Jt)* dans te premier 
membre de l'équation {q)^ nous aurons une équation qui 
aura lieu, quel que soit x\ par conséquent, en égalant entre 
eux les fermes affectés des mêmes puissances de x, nous 
obtiendroiUk • 

flA=aA, A + 4B=âB, 4B-f «C=flC, etc.; 



ou nous tirerons 



pbathiuuit ces Wem, sons trovrerona 

truand ^sso,^ lôgi =:6r=C ; donc il n*y a poiift'd^coj^- 

h 
étante à ajouter; faisans x=~ , nous aurons 

X 



ou ._;.,.;-••. 
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et ep divîaaBt par A, , * . -. . 

X • 1 • • • 

«tante A n*est autre close que fe,moiîul<t« 



1 > » 



NO-iœ SECGNIJB ;(t>rfgë i*iy.'; • 



■ I 






J ( y •». . y.Ji. ' 



É ' t ' * 

Où pé^t dêmbàtrét ae la làaniere WunraBtè mie îor&qii^gd 
équation telle par exemple que / 

Ax^-^Bx^+tjc^ + bx+E=xo. . .(3), 

a liep ^el que acjtqc^ jlj^pl i?|Sp*fp^fïcWfi?tgRft l?J?j^pff?^P/» 
coefliciens A'>B9 ^>I^> £^ soit nul ; en effets puisque x 
peut avoir tineValeur^Hc^conque^ %f^^f ;r& o^ et Téqua- 
tion (3) se téduira à £ = b ; et çomine £ èstindépendant de 
0^^ £ est donc encore nul lorsque x n*est aas zéro; d'oà il 
suit que r?qlià«6n (8) sè^réduifî''' ./î^'io i .^ : . ^^ 



L > 



supprimant le facteur commun x, il restera . : .. j ; . .^ 

appliquant à cette ëquation lemêine raîsôimeiAent que^ops 
avons employé à Tégard de Téqu âgîm^» Tf9mf^ommifi^ 
que D e^t nul ; et en continuant ainsi^ nous trouverons suc-^ 
cessi^ëmeiiil qgelhs «gCri^ ee^^^ew iMÔn^q^masV' 
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NOTE TROISIÈME (page 241). 

Sufle ^v^ppement des puissances des cosinus et des sinus 

en fonction des arcs multiples* 

n ^fkte %me formate tç^ élégante « qui donne la yalear 
d -une puissance d'un cosinus en fonction des quantités cos oc, 
ços 9x^,çoê 9^, etc.» et une formule analogue alieu aussi pour 
les sinus s il importe de les faire connaître^ mais ayant que 
de nous occuper de cet objet ^ nous commencerons par don- 
ner la démonstration d'une formule imaginaire remarquable, 
4ont nous allons bientôt faire usage. 

Soit donc Tes^e^sion G06V4-im*f > çpii est le produit 
des deux facteurs cosf 4^inf V^— * 1 , et cosf— sinf V^ — 1 ; 

si nous faisons cosf 4~ sinf V^"— i == Ff « noua aurons en 
^ifierenciant^ 

dP^ , • — 

cette éqtiatibH étant mtdtipliée par — V^— i , devient 

-dF^ / ' /-*-r- , .* 

et puisque par h}rpothè6e son second mepi^e est égal à Ff, 
nous avo«is 

d'où l'on tire - i , « - 






çt en ÎBtégrâttf / oii trouvé -r- ■ 
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passait aux nombres > on a 

et en mettant pour Fç sa valeur , on obtient 

cos f 4- 8ÎÛ ? \/^^i = f ^"~ '...(4). 

Cette équation ayant lien , quel que soit ^, on pourra changer 
f en 7h^ ^ et Ton aura encore - 

cos^ mf -+• siii m^|/— \ =i^^ V^ '. 

Il existe une autre expression de cette puissance imag^inaîre 
de Cy car Téquation (4) étant élevée •à la puissance m, nous 
donne 

(cos (p + sin f V/Irpô^ = eC^'V^^rr: e'^*V~\ 

Les seconds membres d» ces dernières équations étan^l^s 
mêmes ^ on a , en épiant les premiers^ 

(coa ^ + ain^ V^^^)'" = cos m^ -j- sin mf |/— 1..,(5) ; 

si l'on fiait jp = — ^ dans les équations (4) et (5) > ces équa- 
tions, deviendront 

cos — f -f-sîn — f V/^ =^""^r ""'. . .(6) , 
(coa — ç-^-sin — f ^ — i)'"==co8— mf +8În— m^ ^/-^i •. . (7)'. 

Or ^ si ^ est représenté par l'arc AD (fig. 61) , *•-— ^ le seim 

par AD': et comme ces arcs ...ont les mêmes cosipus et des 

sinus de signes contraires y on aura 

••■'•••'. • * ' ♦ ■' ' :. 

cos — fc=cos^, sin — ^=— sîn^* 

on prouverait de même que ' ' 

C08--.7nf àcosm^^ ctque. sin-T-m^sjj-^siaJWfj 



/ 
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•ubstitaaat ces ralenn dans les équation» (6) et (7)^ oi^ 
obtiendra 

cosf — sînf V^^ = e-»V^~'...(8), 

Cherchonfl maintenant le développement de co»"^ en 
{aactàon im arcs vnltîples de x, et sans employer les pni»^ 
sances des «nus et des cosinus* Four eeft effet ji soiçQ^ 

cosor—- sîno? V^~1=?;v...»(m); 

ces éqnatiots étant ajoutées» donnent 

coeopsp-Ctt-fv),, 

1 I '1 

COS^Xsr— (tt + v)", C0S"*X = -5 (i' + tt)*; 

développant ces binômes par la formule usitée , on obtient 

co^^xsaB-irv*^ mi^'^'a+m^^^^ y^*tt*+ete. j; 

s^wtantees é^tioii» ; M ^(»t|v^ 

a**^' cos *x = tt"* + v" + mMi/ (a"»** + v"*^*) 
4,«iîl-Ji^V(u'^4 + v'»-^) + etc.. . •(!»), 

On tire des formules (10) et (i 1) 
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^ . ... 

mettant dans les seconds membres de eés^quatioiis leur^ 
yaleurtf données par le» Sormules ^5) et ^^^ on ^ 

u» = C08 ma: +sîn ma: |/—i ^ 

v'^'ssoosmarf-t-^sliima^V^i^ • ^.(tS) î 

donc 

ii">^v"=açQ8mXj et u^i^zzn^ 

'■•'.' ' ■ - . . ■•■•".' 

et par pCMaséqiiait , ' > 

\ • • 

: . y ■ ' • . • ) • 

r' •'•-./ •..•••••• ,w • Wr=?:.|., . 

^m-a -J^ V"»-* :p 2Ç08 (m ---ia)j:, 'u*»*-»»/*-* — l ^ . 

etc, etp, . >fcD, 

En substituant ces valeurs dans féqùation (lâ) ^ on trouvera 

•Ç0S*'jcs5r-5^[]aCO6llW-;h^W>C0«(/9.rrî^^ ... 



., i •J*> 



+ am i ^ cos (m —4)^ + ®*c.] . . . (i^)- 

Ce déi^eloppement prov^nM^ 4e oelni 4e <m «vh v)f # tio^ktlént 
Itt^f. 1 termes jf ti Ton fmt eaecessiTem«ii$ n» «;;»., 11=3=3, 
mcds4> "0^*9 "^ ^® l'on cb«9ge je» eoi9in\(s dVpçs ;Q^alifs 
en p!Ô8lti£i, en ^ertu de X^qi^itàôVk o^ -rr i^ w» Wfl ^^jO/^ i9^- 
mera Je Ubl^u .anÛNûU ; ; ^.j -.. . 

' ' cos*d?:=éicesaa?-f»i, . 

' ' • cas 3b? , SoQiSr.. 
cos^a?=;=-T-T 1 ' — , . 

cos^jt = 2_^ -j! I co? aa: '4-' I' 

On peut j&régei^ «es calcnlg^ car lea termes igalement 
àistans des extrémiités de lai série^ sont égaux. Peur le dé^ 
|nontrer> nous remarquerons que les cosinus qui'entfeût 
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^ daiu r^qoation (14) étast 
cosmXy oc>8(m«-9)ri cos(in— 4)** C08(m^-^X5)^i c*«^» 

ou (plutôt ^ ; ;- 

cotuM?^ coi(m«— 9X^)a^« o«)8(m — aX»)^, 
cos (n» — a X 3)J? , etc., 

en coDsiaérant les nombres qui suivent le signe X dans 
chaque terme de la série , on voit que Tun de ces nombres 
indique celui des termes précédens. Ainsi, le terme qui en a 
n avant lui, seira affecté' de 008(711 ^anjx. A Végàrd du 
terme qui en a n après lui, comme le nombre total des 

termes de la série est 771 + ^ 1 ^^^^^ ^^ ^^ ^ ^ après lui , 
tiendra le rang m •+• i — 7» , et par Conséquent , aura m — » 
termesavant lui; donc il renfermera Texpre^sion 

COS [m — a(ni — n)3x t=: cos (— 771 + an)x ; 

et comme nous avons vu qu'on avait le droit de changer le 
signe de Tare dont on a 1« cosinus , on aura 

cos (— m + an)x = cos (771— aii)x ; 

' donc les terme» également distamé des extrémités de laverie , 
ont les mêmes cosinus; etcomtoe ils ont aussi les su^es 
coefficiens (*) , puisque ces coefficieis sont ceral dejja. for- 
mule du binôme; il en résuit» que be» termes, sont ég^ux. 
Ainsi, lorsque 7n est impair le nombipe m^^'t .dfe»- termes 

de la série sera pair , «et il sùfiira 4^ troubler les — - — pre- 
miers termes, pour avoir la totalité des termes de la sétîe; 
si 7n est pair , m-+ 1 sera imj^air , alors on ajoutera au terme 
du railiq^, le double de cçux qui le précéderont. Ce terme 



771 '■ ' 



tiendra le rang f- 1 dans la série , et, par conséquent, il 

. k fàn\ djjj^ ■fa)'"» <^5"^- à|rçbo,«ps. 






/ 
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sera alPecté de co^m*-m)=:coso=:i ; donc il ne con- 
tiendra pas de cosmoff. 

Far un procédé aiialpgne , on peut trouver le développe- 
ment de sîn*'x. Pour cet effet, en retraschant l'équsition (i i) 
de l'équation (lo), on trouve*^* 

. • •• '.■-'. ^ <. - ■'..■,• 

âamxl/— •! 33U— v; ' donc 3100: = — ^^ " 



^ ai/— i* 

élevant leè deux membres de cette éqù^on à la puissance 
m . on aura 

si m est ég^l à un nombre pairap^ on a 

donc 

On développera les équations 

V 

i • ' " . 1 * 

sin*a;=: ;== — (u— rv)" et 8in"»a: -rzssz — (v-"^)"^ 

(oy/— O» (ay/— ir 

et opérant comme nous TavQns fait ci-dessus ^ on trouvera 

la quantité imaginaire (aV/ — i)"* disparaîtra du résultat^ 
puisqu'elle ./est élevée à une puissance paire. , 
$i m est égal à un nombre impair ap -(* 1 > o^ ^^oxsi 



• « .1 



par conséquent ... 



.'^ 



3tS ROTE QOAtRlèMEi 



développant (u-^v)*" et (t^— ^f^^ P^ ^^ formule du bl« 
home y et substitaant ces déyelop^pemens dans les éqvLSL^ 
tions {iS), QU'oa ajoutera, on aiu|t. 

iretranchant les équations (i3) Tune de Vautre , multipliant 
ensuite entre elles ces mêmes équations , et observant qUe la 
seconde opération nous donne la somme des carrés de slnTnji; 
at de dosmx , qui équivaitt à Tixtâtê, ou trouvera. 



9iia*« 



En opérant de la mêmflrtacmldfiS qiie d^essns i on changera 
donc Téquation (16) en 

» 

Comme dans cette hypothèse m est impair» la puissanôô 
m— - 1 > à laquelle la quantité a V^ — 1 est élevée , est paire ^ 
ceqnifiiit évai>ouirPtma^naire V^— i» 

NOTE QUATRffiMB (page 271)* 

S^r la manière ékdéMfàHiéf'kt Mîttniesiei corps dont la 
surfaté^atêî^e expriûiéepaf unefbnttiêiiétuttê mênié 

vari(û>le^. 

^' '. •* . • • • * 

Lorsque les solides né sont pài^dé ré^i^dtutioii, on peut 
quelquefois en déterminer le volume à TaidQ d*ifne simpliâ 
intégration, s^us faic^l usage de 1j|, formule (83) page 2.701 



lilANIERE DED.ETERM. LES TOLUM. DES CORPS, ^9f 

Ceat te que B<ms allons *exécatet à Tigard de I9 pyran^e 
4LBCD (Eg. 66). Pour cet etEetf concoTons Une aectio^GI^Ëy 
parallèle à la base DBG , et du sommet A abaissons use 
perpendiculaire AH sur la baae DC6 ; nommons x et h les 
parties AI et IH de cette perpendicalaîre^ comprises entr^ 
le point A et les plans DCB ^ GF£ y Taure du triangle GFE 
diminuant pu augments^nt, selon la valeur ^e Ton donne 
à ^, est une fonction de x ; on a donc 

GEFss/x, DBC=/(x + A), 

Le TX)lume de la pyramide AGTE étant aussi une fonction 
de -js y nous pourrons supposer 

vol. AGEF = ^ , voL ADBCcis: ^^x + h). 

Or t il est évident que la pyramide ttofl^iiée &b , ^1* est 
la différence de ces Volumes, sera moindre que le volume 
du prisme^ qui a B€D pour base et h pour hauteur^ et 
surpassera le Volume du prisme, qui a £FG pour base et h 
pour hauteun Le rapport de ces prismes est 

f{x+h )h _ /(a:+^) . 
JxTh fx ' 

dans Je cas de la limite , ce rapport devenant égala l^l.sitéy 
à plus forte raison le rapport qui existe a&tre le trt>nc de 
pyramide GB etTun dec« prismes , sera alors égsd à Tuiûté* 
Le volume du tronc de pjnramide ^tant représenté par, . , . 
^ (x -4- A) — ^x , le rapport de ce volume à celui du prisme 
dojit GF£ est la base et h la hauteur, sera 

d^x d^px h 
ip^x + h)—<f>x l^"^ "dF â ■+" ***'• 

JZK — = Tfa ■' 

puMnt à la limite, aoui aurons 

.^^=1, 9u dfa?=/x.d*...07). 
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Pir lâ mélliode des iofiniment* petits , on setàit pat- 
Tenu au même résultat; car, en concevant la pyramide 
comme composée d'une infinité de tranches parallèles â sa 
base^ chaque tranche pourrait être considérée comme un 
prisme dont/x serait la base et àx la hauteur ; donc fx.da: 
est rélément de la pyramide. 

Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide ^ 

soient B l'aire de sa base DBC, et A sa hauteur; noua 

aurons 

B:/j; :: Af :a:*i 

donc 

substituant cette yaleur dans l'équation (i 7) , on trouvera 

et| en intégrant I 

^ Bjc» 

Leyolume AGEFy représenté par ^r, s^évanouissant lorsque; 
x=zQi, il n'y a point de constante à ajouter ; si l'on fait 

ensuite a: = A, on aurà| pour l'intégrale définie^ l'exprès- 

BA 
sion «^ j qui est celle du yolume de la pj^amide ACBD* 

En général , si la section GF£ , aujieu d'être uiji triangle , 
est une surface quelconque , pourvu que cette surface soit 
une fonction de x, on démontrerai comme nous l'avons 
fait pour la pyramide , que l'élément du solide a pour 
expression yr 1 dx. 

NOTE CINQUIÈME (page 370). 

Sur la projection dune surface plane* 
Pour démontrer que la projection d'une surface plane sur 
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tin plaft , est i^gale au produit de cette surface , par le cosinus 
de SOQ inclinaison ,. nommons y l'angle de projection qu'une 
surface A fait avec une surface B ^ la surface A étant i|i<^ 
clinée sur l'autre ^ la rencontrera nécessairement ', plaçons 
l'axcv des x a leur commune section , et 'supposons qiie les 
43rdonnées y de la surface B soient perpendiculaires à cet 
axe; il est certai^ que toute ordonnée y de cette surface 
aura^ cbsm ^our projection surj^'autre; par cons*équent, 
l'élément de la surface A étant représeiité par ydr , ar-* 
ticle 34S , celui de la surface B le sera par j^ cos yàjd ; pre- 
nant lès intégrales , nous aurons 

A=Jyàx, B zs: Jy cos'fà^^^ oonyfyàx ; 

éliminant Jyàx entre ces équations , oous trouverons 

B =3 A cos y. 

NOTE SIXIÈME (page siyû). 

Sur r expression du cosinus de F ang^leformé pur demx plans ^ 
déterminée, directement par un procédé nouveau^ 

Proposonsrnous de résoudre directement ce pToblème» 
Troaver le cosinus de rinclinaison de deux plans. Soient 
DB, DC", CB (Eg. gS) les traces d'un plan DBC sur les 
plans coordonnés , dont les axes rectangulaires sont dirigea 
•uivant les droites AB ^ AC et AD; nommons AB^ a; 
AC, b ; AD, c; et représentons par ij , /S , y» les angles qoo 
le plan DBC forme, avec les plans* des ^&, des xz et des 
ay^ |fes projections de la surface BCD sur ces plans étant;, 

bc ac ah " j. x 1 . / /j 

—, — , —, nous aurons, d après la nqte preceden^ , 

DBCco5y=-, DBC cos «z^^, DBCccsff=- , . .(i8j; 

Ji Jk Jm 

âevant au carré chaQuoe de ces équations, si l'on'lb prend 

«4 






S70 HOTE SIXIÈME. 

la somme, et qi^'oii remplace par Tunîté celle des* carré s 
dea coâinns , on obtiendra^ après avoir tiré la racine carrée , 

DBC=i V^a*6*+AV + aV; 

substituant cette valeur dans la première des équations {i^ , 
on en déduira 

' COS y = — 7===r=s* . .f l q); 



/'+?.+? 



Soit maintenant Ar + By + Gs + I> = o Téquilion du 
planDBC;si Ton faitjf = 0, onaura Ax + C4+D = o , ** 
pour l'équation de la traoe DB ; cette équation nous donne 

■ — _^_P 

Comme on sait que dans Véquation de la ligne droite mise 
sous cette forme , le coeflicient de x représente la tangente 
trigonométfique de l*angle formé par la droite avec Taxe dea 
Xy nous aurons donc 

tangDBA=— ~; 

Vil 

çnais le triangle rectangle DBA nojis donne 

tang DBA = ^ ; 

a 

an comparant ces deux valeurs , on a 

faisant ^tasuite a:=0 , dans féquation du plan, ponr avoir 
celle de sa trace »ur le plan de» x^y^oa trouve de même^ 

c^_B* 



w » 
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pubstitnant cék Valeurs dans réquatîon (ig) , on obtient 

1 
ces y = 






Si Von divise maintenant l'équation du plan par €^ et qu'on 
)a différencie successivement par rapport aux yaiiables x et 
y, on trouvera * 

da__A £i__B/ 

éx~ C ày~ C* 

^idbstituant ces valeurs dans celle de cosy^ on aura eofin 



cosyr= 



xA^W+(r/ • 



NOTE SEPTIÈME (page 3o3). 

Sur la courbe à double courbure , qui peut être construite 
^ au moyen de deux équations entre trois variables. 

Il est facile de prouver que les équations (iqq), p. ^5/ 
appartiennent à une courbe à double courbure. Pour cet 
effets changeons lesj^ en 2 et les z en j^, afin de placer leâ 
axes coordonnés d'une manière plus commode pour notr» 
démonstration; nous aurons les équations 

■ 

z* + aay +j^ = o. . . (20) , ' 
ax + 3^*:— 2 =o% ,.(21). 

Si la première existait seule, on pourrait, par son ifoyen, 
construire une surface courbe. En effet, si par tous l'es 
points du plan des xy, que nous supposerons, comme i 
l'ordinaire, horizontal, nous élevons des perpendiculaires, 
les valeurs en iseront déterminées au moyen de Téqua* 
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tion (ao); et l'on sent que les extrémités de ces ordonnée» 
s constitueront nne surface courbe. Lorsque quelques-unes 
de ces ordonnées sont imaginaires ^ c*est nn indice que la 
nurface ne s*étend pas dans les endroits où subsistent ces 
ordonnées imaginaires. • 

Si maintenant nous avons égard à Féquation (aOf boq* 
étabiijtsons pAr cela même, entre x ti y une relation qui 
assujétit les pieds des ordonnées z à être %ur la cfonibe qui 
appartient à l'équation (ai) , et i*on voit qn», dans ce casj 
les extrémités des ordonnées z . ne forment plus une surface^ 
mais une courbe. Le système de ces ordonnées z constitue 
alors une surface cjrlindriqne , dont Tintersection avec le plan 
des x^y, est donnée par Téquation (ai). C'eitTintersectionde 
cette surface ayec celle que de'termine Féquation (ai) ^ qui 
forme la courbe dont nous venons de parler ; et il est évident 
que cette courbe est à double courbure , puisqu'on sait que 
l'intersection de deuK surfaces courbes forme une courbe à 
double courbure.. 

NOTE HUITIÈME (page 339), ^ 

NûUMelle démonstration concernant P intégration des équa^ 

tions différentielles partietles* 

» 
On a vu^ art. 4^2 , que si en intégrant l'équation 

dans laquelle M et N sont des fonftîons de :r , de j' et de z , 
on obt^çnt deux intégrales C =0 et V=i, on anéces3ai-t. 
rement a = çb. La démonstration de ce théorème étant 
très impoitante , nous avons cherché à lui donner le der-^ 
nierdegré de rigueur, de la manière suivante ; 
17 et Y étftnt des fonctions de x^de y et ^ez, les con« 
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stantes a et &*• peuvent e+r.;,auftsi considérées cojnirife dea 
fonctions de ces mêmes variab'es^ en vertu des équations 
. U^ra ety=:&; par co^t^éqnent, si Von différencie 8QC-< 
cessiArement ces équations ; on aura 

• da = Xcjo: + Ydy + Zda 1 ^ î?n 

,<^ di^ér^fîtietlo» doivent être nulled, pàr^Iajrwon qo^a 
et b sont ooQsl^tea;; ainsi > les équations éa=sOy dfi=vo» 
nécessitent celks'-ci : ' . 

, * Xdr -f. Ydy + Zdz=o 1 / /\ 

" X'dx + Y'dy + Z'darfrol.'-*^'^''- «^x 

Si danp ces éqaations , divisées par dor^ on substitue les 
valeurs de d2 et de djr^^ti^ées des équations • 

d« + N4r = 0y djf — Mdaf'c=?o.,,(a5][^^ 

données page 333^ on aura 

- X + YM-.ZN = o, X' + YTW— Z'N = o; ^ 
on tirera de ces' équations 



' mjf ZX — " XZ 

z'Y — zy 



/> 



N = 



x'Y— rx 

Z'Y — ZY' 



substituant ces valeurs de M et de N dans Téquation (sê) > 
on obtiendra 

âz , ZX'^XZ'd* . X'Y— Y'X 

ai + z'Y^ zF ^ + z^fiTzr = •'• • -^^^î' 



les coeffidens 
qui.donnent 



dz dz 



-7- et-r- s^ déduisent des équations (a5)^ 
Qx Qy . ^ 



de -^ Ëï — M ^— i*'*^*— , ^ r ^ 

d»~~^' dx~^' dy~"dxdy— ~M'"^^7;; 



ft 



^ 

i^ 



,\ 
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niettjint ces yalears de -p et de -p dans Téquation (2Ç), «t 

faisant éyanonir le déaomiiiateur . on tronyera 
* 

N 
— (Z'T— ZY*»— (ZX'-.XZ')54-X'¥— Y'X=3J....(fl8); 

les quantités X 1 Y^ Z ^ qui entrent dans cette équation / 
ne 'sont pas toujpurs connues puisqu'dles ne doiyent étrm 
donsées qu'en différenciant les équations U|p=a et ¥=&• 
Cherchons donc i éliminer X, Y et Z de notre résnkat. 
Pour cet «IFet , «n regardant z comme une fonction de as 
dej^i nuits tirerons des équations (a3) 

^ = X + Zj.. ^ = X' + Z'^. 

j dr ' QX QX QX 

^ = Y + z^,'^«Y' + ï'^; 

mettant dans ces expressions les valeurs de — et de -p, 

données par les équations (37) « et tirant les valeurs de X> 
de Y, de X^ et de Y'^ nous trouverons 

X=^ + ZN, X'-^+Z'N, • 

^-a^^M ' ^ — dy ^TT* 

substituant ,ces valeurs de X, de Y, de X' et de Y'^ diant 
l'équation (28) , et réduisant, nous obtiendrons 

da àb da dfc - ^ 

Cette équation nous apprend que a est fonction de 6 ; et eu 
effet ^ si nous ayons az=zFb, en différenciant cette é^ia* 



»• 
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tion^ nous trouverons daz=:fbéb, d'où nous tirerons 

àa - di ^ da ,àb» ^ 

éliminant çb, nous tix>uyerons Téquation (29). ' 



4 
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Sur l'intégration* des fonctions rationnées qui j dans 
leurs (i/énominateurs égalés à zéro, , contiennent des ra*,, 
cines imaginaires et égales, 

L*iatécr£(tiQn des fractions rationaelles de cette espèce se 

"MA 

réduisant à celle de la formule rsr-: — -r^i comme la ma^- 

itfère dont nous avons intégré cette expression, page aigi , 
est un peu compliquée^ nous allons indiquer un procédé 
moins direct^ mais qui est en usage pour parvenir prompte- 
liient à ce but. ^ 

On supposera ♦ 

oa> ce qui revient au même^ 

différenciant , on a 

dz 

ou 

dg _ Hdg(g>+g ^) aH( 1 ^p)z.^dz (C^+z^)àz 
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lupprimaiit les {ftctenrs communs , on trouvé 

^al0it cotre eux les coefRciens de z*, et ceux qp\ en sont 
indépendans , on obtiendra 

V=q,0C* + K^, H + a(i— p)H4.K=c, 

m 

ces Taleiirs doi^j^ent 



/ 

^ 



H et R étant cçnnus, on en substituera la yaleur dans 
l'équation (3o) , et Ton aura 

/' ^éz _ t z , (flp— 3) / * dz -\ 



* d* 

ainsi l'intégrale de ^ dépendra d'une autre , dans 

* laquelle l'exposant de la parenthèse sera moindre d'une 
flnité. Si ^ms la formule (3i) on suppose ensuite p = p— ^i , 



^ fera dépendre l'intégrale de ^^ ^ de celle de 

a^ , â\»^> » «^ ^ diminuant ainsi successivement l'-expo- 

dont l'intégrale est > arc Ttang = ^\ 
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OBSERVATIONS- 



Après la première équation de l'art 470> lisez ce qui suit : 
Quoique d'aprèa U notation de Fontaine on eût pu écrire 
ainsi cette équation : 

pour indiquer que c'est seulement x qu*on regarde comme 
constant, nous navons pas cru deyoir le faire ^ parce que 
d'après ce qui précède, et d'après la nature du second 
membre de l'équation d«=:F (x, ^) dx, on ne peut se mé- 
prendre sur l'hypothèse dans laquelle la différentielle dz 
doit être prise. La même observation a lieu pour l'équation 
de l'article 46g. 

I II l u i» ' 

On serait également conduit à la valeur de a, qui est 
donnée à la fin de l'article 475 , en ne faisant usage que des 
équations i8a : en effet ^ la seconde étant intégrée, nous 
donne F (x , y) t=: s; et par s on représente une variable s 
qui, prise pour constante, a pu disparaître à la différent 
dation : c'est encore ce qui résulte de l'intégration immé- 
diate de l'équation i83 \ car la valeur de la différentielle* 
d^ étant nulle , il f,^ut que s soit une quantité constante. 
Cela pQsé, l'équation ¥(x, y):=s nous donnera^= f(x, s); 
on substituera ensuite cette valeur de y dans la première 
des équations iSa , ou , ce qui revient au même , on regar* 
dersL y dans la première des équations i8a, comme une 
fonction de x, et de la quantité s traitée cwnme constante ; 
par conséquent , en intégrant dans cette hypothèse la pre- 
«luière des- équations i8a , on trouvera comme dans l'art. ^7^$ 



i 



z = — fî^dx + ^s. 
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Slf OBSERVATIONS. 

Avant qne de commencer Tart. 477» P^g* ^'S5i/Aoute& 
ce qui suit : /^r. 

Ce calcul n'étant qu'indiqué , on peut l'achever de la ma- 

* V 

nière que nous allons expliquer : observant que -^ n'e»t 

autre chose que la fonction s que notts regardons comme 
constante dans cette intégration , nous aurons 



remettant la valeur de s, on obtîei^a 

on parviendrait encore plus promptement à ce résultât^ si 
Ton substituait la valeur de N dans l'équation i85, et en- 
suite celle àe y^ car Ton trouverait 

mettant la valenr de s et réduisant > il viendrait 
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